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Ao Leitor

Que Stendhal confessasse haver es-
crito um de seus livros para cem
leitores, cousa é que admira e cons-
terna. O que nao admira, nem
provavelmente consternard é se este
outro livro nao tiver os cem leitores
de Stendhal, nem cinqiienta, nem
vinte, e quando muito, dez. Dez?
Talvez cinco. (Machado de As-
sis em Memorias Péstumas de Bras
Cubas.)
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Aula 1

Motivacao e o conceito de
funcao

Objetivos

e Conhecer os principais problemas que motivaram o desenvolvimento
do Calculo.

e Estudar o conceito de fungao.

1 Introducao

O objetivo da disciplina Célculo é estudar o chamado Calculo Dife-
rencial e Integral, conhecido em tempos idos por Célculo Infinitesimal, de
funcoes de uma ou mais variaveis o qual, além de sua importancia histérica
e pedagdgica, vem a ser uma das pedras angulares do progresso cientifico
e tecnoldgico. O Calculo, cujas origens remontam ao mundo grego antigo,
repousa sobre dois alicerces basicos: o conceito de funcao e o de limite,
a partir dos quais serao desenvolvidos os de continuidade, derivabilidade,
integracao, etc. Grosso modo, nesta introducao, podemos dizer que o
Célculo trata de problemas em que hé variacoes, as quais sao traduzidas
por meio de funcoes e, motivados por estas andlises variacionais, somos
levados a estudar varios problemas que ao longo da Historia determinaram
o desenvolvimento da Ciéncia, mostrando assim um intercambio e uma
das interdependéncias das mais saudaveis entre a Matematica, que é uma
Ciencia basica e lida com conceitos abstratos, com os mais variados ramos
da Ciéncia Aplicada e da Tecnologia.

Enumeremos alguns problemas motivadores do desenvolvimento do
Célculo.

Matematica é uma palavra
de origem grega, derivada
de Mathematikos e que sig-
nificava ‘disciplina mental’,
‘aprendizado’, principalmen-
te aprendizado matematico.
Platéao, filésofo grego, achava
que ninguém pode ser consi-
derado educado se nao tiver
aprendizado matematico.

Célculo é uma palavra latina
que significa pequena pedra
que os antigos romanos usa-
vam para fazer contagens.

Grosso modo. Locugao latina
(“de modo grosseiro”), que
significa “por alto”, “resumi-
damente”, “de modo geral”.
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O problema da tangente

Determinar a reta tangente a uma curva em um dado ponto.
Um exemplo concreto, que serd visto com detalhes na Aula 2, é
o de determinar a reta tangente ao gréafico da fungao f(z) = z?
em um dado ponto (z,2?).

Tal problema, facilmente solivel, quando se trata, por exemplo, de uma
circunferéncia, em que a reta tangente é aquela que a intersecta em apenas
um ponto, gera interessantes questoes quando tratamos com outras curvas
e que nos levam ao conceito de limite, o qual, por sua vez nos motiva a
definir o que vem a ser derivada. Veja as figuras 1.1(a),(b) e (c) e decida,
inicialmente de maneira intuitiva, qual (ou quais) da(s) reta(s) r abaixo é
tangente a respectiva curva C.

Fig. 1.1(a) Fig. 1.1(b) Fig. 1.1(c)

O problema da velocidade

Determinar a velocidade instantanea de um corpo em movi-
mento.
Um caso concreto de um problema como este surge em cinematica
em que a equacao horéaria de um corpo em movimento, em al-
guns casos, pode ser escrita como
at?

s = s(t) :So—i-’l}ot-i-?,
em que s = s(t) representa o deslocamento do corpo no ins-
tante t.

Aqui os métodos classicos, entendidos como aqueles desenvolvidos an-
tes do advento do Calculo, mostram-se insuficientes para tratar problemas
em que haja variacoes de velocidade, como o que ocorre com um corpo
em queda livre ou quando ele se move em trajetérias curvilineas, como € o
caso dos planetas, que se deslocam segundo trajetorias elipticas. Deve-se
ressaltar que o estudo das trajetorias de corpos celestes desenvolveu-se pari
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passu, com o Calculo Diferencial e Integral, produzindo um dos capitulos
mais marcantes da Historia da Ciéncia, no qual a Matematica mostra-se o
instrumento mais adequado para analise e interpretacao do mundo fisico.
Veja figura 1.2.

0
x ()
h vy v(®
Fig. 1.2

Os problemas de extremos: maximos e minimos

Calcular os valores maximos e minimos de uma determinada
funcao.

Um exemplo geométrico interessante, relacionado com este
problema, é o de determinar as dimensoes de um retangulo
de area méaxima que pode ser inscrito em um circulo de raio

R.

Este problema estd intimamente ligado as origens do Célculo Dife-
rencial. Acredita-se que Pierre de Fermat (1601-1650) - veja apéndice -,
matematico franceés, foi o verdadeiro criador do Célculo Diferencial, sendo
tal crenca corroborada por Laplace, pois foi de sua lavra a elaboracgao das
idéias em que se usava, ainda que de maneira embriondria, técnicas que
levaram a solucao, por meio de infinitésimos, do seguinte problema:

Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, determinar
aquele de area maxima.

Este é um caso particular dos chamados Problemas Isoperimétricos.
Vide figuras 1.3(a), (b) e (c) em que as regides possuem areas distintas,
muito embora estejam limitadas por curvas de mesmo comprimento, dai
0 nome isoperimétrico.

Pari passu. Locucao latina
que significa a passo igual,
ao mesmo tempo, simulta-
neamente.

Tal problema estd ligado a
fundagao da cidade de Car-
tago. Foi prometida a Elisa,
personagem Dido da Eneida
de Virgilio, a extensdo de
terra que ela pudesse envolver
com uma tira de couro feita a
partir do couro de uma vaca.
De todas as regides que ela
poderia envolver com tal tira,
ela escolheu, de maneira cor-
reta, o circulo que é, dentre
todas as figuras com mesmo
perimetro, a que engloba a
maior area.



Simon de
(1749-1827), conhecido como
o Newton da Franca, foi um
matematico de raro talen-
to. Publicou obras primas

Pierre Laplace

que marcaram época, den-
tre elas Traité de Mécanique
Céleste, que compreende toda
a Mecanica Celeste da época.

Quadratura é termo origina-
do do latim quadratum ”qua-
drado”. Quadratura, em sen-
tido mais geral, significa o
processo de encontrar um
quadrado cuja area seja igual
a de uma dada regiao. Na
Grécia antiga a quadratura
presumia o uso apenas de ré-
gua sem escala e compasso.

Hipécrates de Quios (c. 440
a.C.) matemético grego que
realizou a quadratura de cer-
tas Lunulas ou Lunas.

Leitmotiv. Pronuncia-se
“laitmotif” e significa tema
ou idéia sobre a qual se insiste
com freqiiéncia.

10 Célculo - aula 1 UFPA

Fig. 1.3(a) Fig.1.3(b) Fig.1.3(c)

O problema das areas

Determinar a area de uma regiao limitada por uma curva
fechada.

Eo que acontece quando queremos determinar areas de circulos,
de regioes compreendidas por segmentos de parabolas, etc.

Quando trabalhamos com poligonos, isto é, figuras que podem ser de-
compostas em um numero finito de triangulos, o problema das areas é
perfeitamente solivel por intermédio da Geometria desenvolvida na Grécia
Antiga. Euclides - vide apéndice -, em seus Elementos, faz a quadratura
(ou seja, constréi, usando apenas régua e compasso, um quadrado com
area igual a da figura dada) de figuras, usando apenas a Geometria de
sua época. No entanto, quando a figura era curvilinea (lembre-se das
Lunulas, da Parabola, etc.), os métodos disponiveis na Geometria Cléssica
mostravam-se insuficientes. Tais questoes afligiram os gregos antigos, que
se viram envolvidos com problemas para alguns dos quais foram forneci-
das solugoes de maneira satisfatéria, enquanto para outros suas solugoes
foram procrastinadas até o periodo renascentista, quando entao surge o
Célculo Infinitesimal no concerto da Ciéncia.

Alguns matematicos gregos tentaram, com éxito, obter a quadratura
de certas figuras curvilineas. E o caso de Hipoécrates de Quios que con-
seguiu, usando métodos elementares, porém elegantes e criativos, efetuar
a quadratura da Lunula ou Luna, que é a regiao em forma de Lua, dai o
seu nome, limitada por dois circulos nao concéntricos que se intersectam.
No entanto, foi Arquimedes, matematico grego - veja apéndice -, o mais
afortunado nestas tentativas, pois conseguiu introduzir um método para
realizar a quadratura de um segmento de parabola, e, desta feita, produziu
o gérmen daquilo que, com Leibniz, Newton e varios outros matematicos,
seria o Cdlculo Integral. Na verdade, o método descrito por Arquimedes
consiste fundamentalmente em aproximar uma determinada figura por
outras mais simples como triangulos, retangulos, etc., cujas areas sabe-
mos calcular, conforme figuras 1.4. Na verdade, o leitor observara que os
processos de aproximacao constituem o leitmotiv do Calculo Diferencial e
Integral.
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Fig.1.4(a) Fig 1.4(b) Fig.1.4(c) Fig.1.4(d)

Deve-se ressaltar que os problemas 1, 2 e 3 sao tipicos do Céalculo Di-
ferencial, ao passo que o problema 4 e o 5, a seguir, estao incluidos no
Célculo Integral.

O problema do comprimento de curvas

Determinar o comprimento de uma curva descrita por uma
ou mais equagoes.

Um exemplo tipico é o de calcular o comprimento do arco
de uma parabola limitado entre dois de seus pontos.

Aqui, usa-se um procedimento semelhante ao da quadratura. Mais
precisamente, dada uma certa curva, cujo comprimento deve ser calculado,
aprozimamo-la por meio de segmentos de retas. Veja figuras 1.5.

e o aan

Fig. 1.5(a) Fig.1.5(b) Fig. 1.5(¢c) Fig.1.5(d)

Observe que, a medida que o nimero de lados da poligonal aumenta,
ela vai ficando cada vez mais préxima da curva.

Novamente temos aqui um problema do Célculo Integral mas, devemos
enfatizar, estes ultimos estao intimamente ligados ao Célculo Diferencial
por meio de um resultado, chamado Teorema Fundamental do Cdlculo, o
qual torna, em um certo sentido, as operagoes de deriwacao e integracao
inversas uma da outra.

O problema inverso da determinacao da tangente
Determinar uma curva tal que a tangente a ela em qualquer

ponto esteja predeterminada por alguma condicao.

Por exemplo, determinar a curva tal que em cada ponto (x,y) a sua
inclinagao seja igual a 2x. Vide figura 1.6.



Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)  nasceu  em

Leipzig, Alemanha. Seu
talento desenvolveu-se de
maneira bastante precoce

a ponto de, aos doze anos
de idade, dominar toda a
Matematica de sua época.
Outro ponto a ser ressaltado
é que as notagOes usuais do
Calculo Diferencial e Integral
sao devidas a Leibniz. Em
virtude da importancia de
Leibniz, dedicaremos a ele
um apéndice na aula 3.

12 Célculo - aula 1 UFPA

\/

Fig. 1.6

O problema da posigao (o problema inverso ao da ve-
locidade)

Determinar a posicao de um corpo sabendo-se a sua velo-
cidade instantanea em cada instante e a sua velocidade inicial.

Os dois tltimos problemas sao tipicos das chamadas Equacgoes Dife-
renciais Ordinarias os quais, entre varios outros, serao vistos em aulas
especificas.

Com os exemplos acima esperamos ter despertado a curiosidade do
leitor para os cursos de Célculo que ora iniciam.

2 O que é uma funcao?

Como dissemos rapidamente na Introdugao, o Calculo Diferencial e In-
tegral tem como pilares basicos os conceitos de funcao e de limite. Nesta
secao estudaremos as nocoes basicas de funcgoes partindo de exemplos con-
cretos simples. O termo fungao, como entidade matematica, foi usado pela
primeira vez, em 1673, em uma carta escrita por Gottfried Wilhelm
Leibniz, matemaético e filésofo alemao, que compartilha com Isaac Newton,
matematico inglés, a gléria de ter criado o Calculo Diferencial e Integral,
ambos trabalhando de maneira independente um do outro. Para mais in-
formagoes sobre a evolugao do conceito de funcao o leitor podera consultar
Siut.

No Célculo tradicional uma funcgao é definida como sendo uma relacao
entre dois termos, chamados varidveis. Chamemo-los de x e de y. Se a
cada valor de x, que pertence a um dado conjunto X, estiver associado,
por meio de uma regra, um unico valor ¥y, pertencente a outro conjunto

!Man-Keung Siu, Concept of Function - Its History and Teaching, Learn from the
Masters, The Mathematical Association of America, 1995, 105-121.
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Y, diz-se que estd definida uma funcao e escreve-se y = f(x), o que se
le y é funcao de x. Neste caso, x é chamada variavel independente e y
variavel dependente. O conjunto ao qual x pertence é chamado dominio
da funcao f e o conjunto de valores da forma y = f(z), quando z varia
em todo o dominio de f, é chamado imagem de f. A notacao usual para
fungoes como acima ¢ dada por

fiX—=YouxLy

Deve-se ressaltar que nem toda funcao é definida por meio de uma
formula. No que se segue, estaremos interessados apenas nas chamadas
funcoes reais de uma variavel real, ou seja, aquelas cujos dominios e ima-
gens sao subconjuntos de R. No entanto, para que seja ressaltado o fato
de que a nogao de fungao surge nas atividades mais comezinhas do nosso
dia-a-dia, daremos exemplos de funcoes cujos dominios ou imagens nao
sao necessariamente subconjuntos dos nimeros reais.

Exemplo 1. Uma pesquisa eleitoral

A revista CartaCapital, em uma edi¢ao de julho de 2002, em pleno
periodo eleitoral, divulgou um quadro que representava a evolugao mensal
de intencao de votos, de fevereiro de 2002 a junho de 2002, de um certo
candidato a presidéncia da repiblica, a qual podia ser representada pela
tabela a seguir, em que na coluna da esquerda representam-se os meses do
periodo acima e na da direita exprimem-se os respectivos percentuais de
intencao de votos.

Fevereiro | 32
Marco | 29
Abril 32
Maio 43
Junho | 40

Vé-se assim que temos definida uma fungao, cujo dominio é um con-
junto de meses do ano de 2002, {Fevereiro, Marco, Abril, Maio, Junho}, e
tendo como imagem o subconjunto dos nimeros reais {32, 29, 32,43, 40},
pois a cada més do conjunto acima esta associado apenas um nimero, que
é o percentual de eleitores que pretendem votar no referido candidato.

Exemplo 2. A funcao afim

O exemplo mais simples de fungao, que o leitor ja deve ter encontrado
em cursos de Geometria Analitica, é o de fungdes da forma y = f(z) =
ax + b, em que a e b sao constantes reais, x é a variavel independente e y
¢é a variavel dependente. Claramente, o dominio de tal funcao, chamada
fung¢ao afim, é constituido pelo conjunto dos niimeros reais. Se a # 0 a
sua imagem também é R e se a = 0 a fungao serd constante, ou seja, para
qualquer valor de x o y correspondente sempre valera b.



Robert Hooke (1635-1703)

matemadatico e fisico inglés
mais conhecido por sua Lei da
Elasticidade, mas também,
entre outras coisas, inventou
o péndulo conico e realizou
pesquisas sobre a lei de atra-
cao de corpos que, somente
mais tarde, foi desenvolvida
por Newton.
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Pode-se, gracas a um procedimento introduzido pelo matematico e
filésofo francés René Descartes (vide apéndice na aula 2 para mais detalhes
sobre a vida e obra deste matemadtico), visualizar o comportamento desta
funcao no chamado plano Cartesiano atribuindo-se valores a x, calculan-
do-se os correspondentes de y, e marcando-se no plano acima mencionado
os pontos da forma (z,y). Como a funcao em estudo representa uma reta,
¢é suficiente marcar apenas dois pontos como os descritos anteriormente
para termos o seu grafico. No entanto, tal procedimento nao vale para
outros casos. Veja as figuras 1.7, a seguir, que descrevem os varios perfis
graficos da fungao afim.

Ay Ay Ay

Fig. 1.7(a) Fig.1.7(b) Fig.1.7(c)

Funcoes deste tipo surgem em varias situacoes fisicas e do dia-a-dia.
Um dos exemplos mais conhecidos é o que ocorre em elasticidade linear,
traduzida pela Lei de Hooke, dada por f(x) = —kx em que = designa a
magnitude da deformagdao de um corpo eldstico - dentro dos limites de
elasticidade - e k > 0 é a constante de elasticidade do corpo. As figuras
1.8(a), 1.8(b) e 1.8(c) representam um corpo elastico sendo deformado.

Fig. 1.8(a) Fig. 1.8(b) Fig. 1.8(¢c)

Uma outra situacao interessante na qual surge uma funcao afim é no
estudo do movimento retilineo uniforme. Suponhamos que um corpo se
desloque em uma trajetoria retilinea com velocidade constante v. Desig-
nando por z(t) a distancia percorrida pelo referido corpo em um tempo ¢
teremos

x(t) = xo + vt
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em que xy designa a posicao inicial do corpo. O grafico da fungao z(t) é
dado pela semi-reta e é representado pela figura 1.9, na qual v, do ponto
de vista geométrico, significa a inclinagdo da semi-reta. Deve-se observar
que o grafico da funcao z(t) é uma semi-reta, pois a varidvel independente
t, por representar o tempo, ¢ maior do que ou igual a zero.

)
Sy

Fig. 1.9

Exemplo 3. Medida de temperatura

Nos paises que adotam o sistema métrico decimal, como é o caso do
Brasil, a temperatura ambiente é sempre medida em graus centigrados (ou
graus Celsios) designada por °C. Outros paises, entre os quais os Estados
Unidos, por nao adotarem o sistema métrico decimal, medem a tempe-
ratura em graus Farenheit (°F). Para relacionar a temperatura em graus
Celsios e Farenheit, usa-se a expressao

C  F-32
5 9
Assim,
5 150
C=-F—-—
9 9

que é uma funcao afim.

Exemplo 4. Conta de luz

Nas contas de energia elétrica emitidas mensalmente por determinadas
concessionarias, existe um quadro, designado por historico de consumo de
energia elétrica - kWh, o qual descreve o consumo de energia elétrica de
cada residéncia, nos tultimos doze meses. No grafico desse quadro tem-se
a figura
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HISTORICO DE CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA - kWh

Out/06 Nov/06 Dez/06 Jan/07 Fev/07 Mar/07 Abr/07 Mai/07 Jun/07 Jul/07 Agos/07 Set/07
655 684 681 744 571 518 603 660 620 584 675 797

MEDIA DOS 3 ULTIMOS CONSUMOS DE ENERGIA 685,33 kWh

que mostra o quanto foi gasto de energia elétrica de outubro de 2006 a se-
tembro de 2007. Assim, temos uma funcao do conjunto {outubro/2006,
novembro/2006, dezembro/2006, janeiro/2007, fevereiro/2007, mar-
¢0/2007, abriu/2007, maio/2007, junho/2007, julho/2007, agosto/2007,
setembro/2007}. A cada um desses meses estd associado um nimero, que
¢é o consumo referente ao meés correspondente. Desse modo

outubro/2006 +—— 655
novembro/2006 +—— 684
dezembro/2006 +— 681

janeiro/2007 +—— 744
fevereiro/2007 +— 571
mar¢o/2007 —— 518
abril/2007 +—— 603
maio/2007 +—— 660
junho/2007 — 620
julho/2007 —— 584
agosto/2007 +—— 675
setembro/2007 +— 797

o que define uma fungao.

Exemplo 5. Alguns exemplos de fungoes da Geometria

Considere um quadrado de lado z. Sua &rea ¢ dada por z? e de-
signando-a por A(z), teremos A(x) = x?, definindo, assim, uma fungao
que nos permite calcular a area de um quadrado conhecendo-se o seu
lado. Evidentemente, o dominio da funcao A - o conjunto de todos os
possiveis valores que podem ser atribuidos a variavel z - é o conjunto dos
nimeros reais positivos, haja vista que tal variavel representa o lado de
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um quadrado. Claramente, se = cresce a drea A(x) também cresce e, por
este motivo, diz-se que tal funcao é crescente.

Inversamente, dado um quadrado com uma determinada area A, en-
contramos um tnico numero positivo x que representa o seu lado e assim
z = /A, o que nos diz que o lado de um quadrado ¢ funcio de sua 4rea.
Veja as figuras 1.10 nas quais estao representados os graficos das fungoes
acima.

A(x) X

Fig. 1.10(a) Fig. 1.10(b)

Outro exemplo geométrico de fungao é o da area do circulo com relagao
ao seu raio. Como é sabido da geometria elementar, a area de um circulo de
raio r é dada por 7r? e, designando por S(r) tal drea, teremos S(r) = 7r?,
em que 7, evidentemente, é um niimero maior que zero. Esta fungao possui
um comportamento semelhante ao da que define a area do quadrado em
funcao de seu lado.

Na verdade, os exemplos acima sao casos particulares da funcao
2
y = f(x) = az” + bx + ¢,

em que a, b e ¢ sao constantes reais e x ¢ a variavel que, mais geralmente,
pode assumir qualquer valor real. No entanto, nos casos especificos acima
a variavel independente é sempre positiva.

Exemplo 6. Forma implicita

Nos casos anteriores tivemos exemplos de func¢oes nas quais a variavel
dependente y encontrava-se escrita explicitamente como funcao de x. En-
tretanto, nem sempre isto acontece. Consideremos, a guisa de exemplo, a
equacao 2 +y? = 4 que, como sabemos da Geometria Analitica, descreve
uma circunferéncia com centro no ponto (0, 0) e de raio 2. Caso queiramos
explicitar o valor de y em fungao de x teremos y = ++v/4 — x? e assim,
para cada valor admissivel de x, correspondem dois valores simétricos de
Y, 0 que viola o conceito de funcao. Portanto, para cada valor de x perten-
cente ao intervalo [—2, 2] teremos um valor y = v/4 — 22 e o seu simétrico
y = —v4 — 22, 0 que nos leva a concluir que a relagdo acima define duas
funcoes que sao representadas, respectivamente, pelas partes superior e
pela inferior da circunferéncia. Em ambos os casos, o dominio é o inter-
valo [—2, 2] e as imagens sdo, respectivamente, os intervalos [0, 2] e [—2, 0].
Veja as figuras 1.11.
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1N
—— o

Fig. 1.11(a) Fig. 1.11(b)

No entanto, deve-se observar que existem relacoes envolvendo as vari-
aveis x e y que, por serem bastantes complicadas, nao nos permitem fazer
a manipulacao acima para explicitar y em funcao de x, mesmo obtendo
dois valores de y para cada x. Tente explicitar y como funcao de x, ou =
como funcao de y, nas expressoes abaixo:

x2y+y3x4+3\/§y1/3 _9

ou

T+
Vo+ v+ Ve Fy+ oL =g,

z? + y?
Exemplo 7. Fungoes de varias variaveis

Um cidadao chamado Devenildo Falidus tomou um empréstimo a juros
de taxa 10% ao més. Ao final do primeiro més, a divida de Devenildo sera
de

R$ 10.000, 00 + 1.000,00 = R$ 11.000, 00

Ao final do segundo més, supondo que a divida tenha sido rolada por mais
um mes, esta serd de

R$ 11.000,00 4 110,00 = R$ 11.100, 00

Como as financas do Sr. Falidus continuaram em péssimas condicoes, a
divida foi rolada por mais um meés, de modo que, ao término do terceiro
mes, sua divida era de

R$ 11.100,00 + 111,00 = R$ 11.210,00

O endividado senhor, assustado com o crescimento do seu débito, resolveu
aprender um pouco de Matematica Financeira e ficou pasmado com o
resultado obtido. Mas precisamente, Devenildo supds que tivesse uma
divida inicial Cj a taxa de 7, mensal. Ao final do primeiro més sua divida
C sera

C1 = Cy +iCy = (1+1)Cy
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Ao final do segundo més sua divida C5 sera

Cy = C1+1C4
= (i+9)Co+ (1+0)C
= (1+4)(1+1)Cy
= (1+14)*Co

prosseguindo dessa maneira, sua divida C), ao final do n-ésimo meés serd
=\ 1
Cn = C()(l + Z)

ou seja, provavelmente Devenildo Falidus continuara falido.

Observemos que obtemos uma fungao que a cada meés nos fornece o
valor da divida contraida a taxa ¢ com juros compostos. Da proxima vez
que alguém for solicitar um empréstimo, pense no drama de Devenildo.

Exemplo 8. Funcoes de varias variaveis

Existem casos, que nao serao estudados de imediato, mas devem ser
citados, em que as funcoes dependem de mais de uma variavel indepen-
dente. Por exemplo, considerando-se um triangulo retangulo cujos cate-
tos medem z e y, a sua hipotenusa z medird z = /22 + y2, ou seja,
a hipotenusa depende de duas variaveis que podem percorrer livremente
todos os niimeros reais positivos.

Se = e y representarem lados de um retangulo, a sua area z serd dada
por z = xy e novamente temos uma fungao de duas varidveis. No caso em
que x, y e z representarem os lados de um paralelepipedo, o seu volume
V serd V = xyz, o que nos mostra que tal volume é uma funcao de trés
variaveis.

Outros exemplos de funcoes deste tipo serao estudados oportunamente.

Antes de partirmos para a descricao de outros exemplos, introduzire-
mos alguns conceitos que farao parte do nosso cotidiano.

Funcao injetiva ou injetora. Uma funcao f : X — Y ¢ dita injetiva
ou injetora se x1, s € X, x1 # x9, implicar que f(z1) # f(22).

As fungoes f(z) = 2%,z >0, g(x) = 23,2 € Re h(z) = ax + b, em
que a e b sao constantes reais com a # 0, sao tipicos exemplos de
fungoes injetivas. Tente justificar isso. Por outro lado fi(z) = 22,
para todo x € R, gi(x) = cos(x) e hy(z) = {75 ndo sdo injetivas.

Veja as figuras a seguir em que vocé terd uma nocao geométrica
sobre a injetividade.
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Fig. 1.12(a) Fig. 1.12(b)

Funcao sobrejetiva ou sobrejetora. Uma funcao f : X — Y ¢é dita
sobrejetiva ou sobrejetora se, para cada y € Y, existir x € X tal que
y = f(a).
A fungio f : R — R dada por f(x) = 23, para todo z € R, ¢é
sobrejetiva.
A funcdo g : R — R dada por g(z) = cos(x) nao é sobrejetiva. No
entanto, se a considerarmos dada por ¢ : [0,7] — [—1,1] ela serd
sobrejetiva.

Fig. 1.13

Funcao bijetiva ou bijetora. Uma funcao f: X — Y que seja, simul-
taneamente, injetiva e sobrejetiva é chamada bijetiva ou bijetora
(também usa-se o termo bije¢ao).

Este é o caso de f(x) = 23, para todo x € R.

Nao insistiremos mais com outros exemplos, pois eles surgirao natu-
ralmente ao longo do curso.

Neste tltimo caso (funcdo bijetiva) pode-se definir uma fungao
f~' 1Y — X, chamada funcao inversa de f : X — Y, da seguinte
maneira;

r = f~'(y) se, e somente se, y = f(z).
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Com relacao ao “se, e somente se” desta definicao e varias outras coisas
usuais em Matemaética, veja Morais Filho?.
Exemplo 9. A funcio F : R — R dada por F(z) = z® é injetiva e
sobrejetiva, ou seja, ¢ uma bijecdo, e sua inversa ¢ dada por F~! : R — R,
F~(z) = 2'/3.

A fungao f : [0, +00) — R dada por

¢é injetora mas nao é sobrejetora.

Se considerarmos g : R — R dada pela mesma expressao acima, isto é,

o) = ——

x?+1
ela nao sera nem injetiva e nem sobrejetiva.

Observe que a funcao f ¢ diferente da fungao g pois, mesmo sendo
definidas por expressoes semelhantes, seus dominios sao distintos.

Tomemos, agora, a func¢ao h : [0, +00) — (0, 1] dada por
1
h(x)

x2+1
tem-se que ela é injetiva e sobrejetiva e, portanto, admite uma inversa.
Determine uma expressao para tal inversa.

3 Exercicios resolvidos

1. Suponhamos que um carro esteja em movimento retilineo uniforme
com velocidade constante igual a 60km/h. Supondo que a posi¢ao
do corpo no instante t = 0 é xy = 100km, ache uma equacao para x
em funcao de t e faga um grafico da posicao versus tempo.

Solucao. Desde que no instante t = 0 o corpo se encontra na posicao
xo = 100km, segue-se que a distancia percorrida pelo corpo em um
tempo ¢ serd x(t) — 100 e, desse modo, a velocidade (constante)
v = 60km/h seréd expressa por

z(t) — 100
t

60 =

e daf teremos
x(t) = 100 + 60¢.

O grafico desta equacao é a reta esbogada na figura 1.14.

2Daniel Cordeiro de Morais Filho, Um Convite & Matemadtica, 2% edicio, Campina
Grande, EDUFCG, 2007.
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e

100

Fig. 1.14

2. Determine os dominios das fungoes a seguir. Deve-se observar que,
ao dizermos dominio de uma funcao dada por uma expressao, quer-
emos dizer, na maioria das vezes, encontrar o seu dominio maximal.

(a) y=v4—a2,

1
b =
(b) y=——5
x
©v=r
Solugao.

(a) Como y é um ntimero real, 4 — 2% > 0, ou 22 < 4. Conseqiien-
temente, o dominio desta funcao é o intervalo —2 < x < 2.

(b) A funcdo é dada por uma fracio cujo denominador é x* — 9
o qual deve ser diferente de zero. Portanto, o dominio dessa
funcao é constituido pelos valores de € R que sejam diferentes
de £3.

(c) Como z? + 4 # 0, para todo € R, o dominio é o conjunto de
todos os nuimeros reais.

fla+h) = f(a)
h

Solugao. Calculemos, inicialmente, o quociente acima:

3. Se f(x) = x* 4 2z, calcule e interprete o resultado.

flath) = fla) [a+hP+2ath)-(@+29) , o ,
: .

Vejamos, agora, a interpretacao geométrica. Sobre o grafico de f
(veja fig. 1.15), localize os pontos P e @) cujas abscissas sao, respec-
tivamente, a e a + h. A ordenada de P é f(a) ea de Q é f(a+ h).



UFPA Calculo - aula 1 23

f(a+h)‘ ....... ;Q
i
/d a+h "
Fig. 1.15
Assim,
fla+h)— f(a) _ diferenca das ordenadas
h diferenca das abscissas

= inclinacao da reta PQ.

4. De cada um dos cantos de um quadrado de papelao, de 12 ¢m de
lado, veja figura 1.16, sao removidos quadrados cujos lados possuem
comprimentos iguais a x cm e, a seguir, os retangulos remanescentes
sao dobrados para cima de modo que seja formada uma caixa sem
tampa. Expresse o volume V da caixa, em cm?
de z.

, como uma funcao

Solugao. A caixa possui base quadrada cujo lado mede 12 — 2z e
altura x. Veja figura 1.16.

X X
X X
X X
X X
Fig. 1.16

O volume da caixa é dado por V = z(12 — 2x)? = 42(6 — z)%. O
dominio da fungao V' = V/(x) é o intervalo 0 < x < 6, haja que vista
que V deve ter sempre valor positivo. Veja figura 1.17.
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Fig. 1.17

4 Exercicios propostos

1. Em cada um dos itens abaixo, determine o dominio e a imagem da
fungao correspondente.

(a) fi(z) =4 -2

(b) falx) = =2V

(c) fs(x) = [z —1]

(d) fi(z) = [22] = o0 maior inteiro < 2z
(e) fs(z) = |z| — 2z

(f) folz) = %

2. Em um jogo de futebol o goleiro do Paysandu Sport Club bate um tiro
de meta. A bola sobe e desce na intermediaria do time adversério.
Considere a fungao que a cada instante (desde a batida do tiro de
meta) associa a altura em que a bola se encontrava naquele instante.
Tal fungao ¢ injetora? Justifique sua resposta.

N

Fig. 1.18
3. Dada a funcao
r—1
flz) = x+1

calcule os seus valores em © = 0,1,2, —2,1 4+ h, —2 + h, a/b.
4. Dada a funcao
r—1

F(52). F(55) F(=2), f(3). Mostre que f(1/z) = —f(x) e
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Mostre que a funcao
T+ 2

coincide com a sua inversa.

Dada a fungao
x

V1+ 2?2

definida para todo x real, verifique que sua inversa ¢é a fungao

y=f(z) =

definida para |y| < 1.

. Sabendo-se que a temperatura de 25°C, o volume V (em cm?) de

certa quantidade de gas é dado pela lei: V = %, em que P é a

pressao do gds (em atm), determine o volume de tal massa gasosa
as pressoes 3, 4 e 5 atm.

Suponhamos que em uma determinada cidade existia, no ano de
2000, 500.000 ratos e, no periodo 2000-2003, a populagao desse roe-
dor tenha aumentado, anualmente, 40%. Considere a funcao que
fornece tal populacao de ratos na dependéncia do tempo. Deter-
mine:

a) a lei dessa fungado b) um esbogo do grafico dessa fungao.
Colocando numa panela 500g de dgua, inicialmente a 50°C, sua tem-

peratura vai caindo até atingir a temperatura ambiente de 20°C.
Supondo que este resfriamento seja processado de acordo com a lei

T =T(t)=20+30-10""

em que 7' = T(t) é a temperatura da agua, em °C, t horas apds o
inicio da experiéncia, faca um esbogo do grafico da temperatura da
agua em funcao do tempo.



26

Célculo - aula 1 UFPA

Respostas dos exercicios propostos

. Exercicio 1.

(a) Dominio: R. Imagem: (—o0, 4]

(b) Dominio: [0,00) = {x € R;z > 0}. Imagem: (—o0, 0]
(c) Dominio: R. Imagem: [0, c0)

(d) Dominio: R. Imagem: Z

(

e) Dominio: R. Imagem: R

A 4

Fig. 1.19

(f) Dominio: R — {0}. Imagem: {—1,1}

. Exercicio 2

Basta observar o gréfico da figura 1.18.

. Exercicio 3.

h  =3+h a—0

~1,0,1/3,3
O3 S T a v

. Exercicio 4.

T T —r—1 1—2x
242" 2—2 —z+1" 1+=x

. Exercicio 5.

y+2

Basta explicitar x em funcao de y e verificar que z = Sy

. Exercicio 6.

Proceda como no exercicio anterior.

. Exercicio 7.

12, 9, 36/5



UFPA

8. Exercicio 8.

7 (t-2000)
£(t) = 500000 (g)

1372000

980000 -

700000 A
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2001 2002 2003

9. Exercicio 9.

Fig. 1.20

50
20 k

Fig. 1.21

Nesta aula vocé aprendeu:

v

e quais foram os principais problemas que motivaram o desenvolvi-

mento do Calculo;

e 0 conceito de funcao.



Seminal. Inspirador, profi-
cuo, proveitoso.

Homero (século VIII a.C.)
um poeta grego (segundo a
tradigdo era cego) que escre-
veu duas obras primas da lite-
ratura: Ilfada e Odisséia. Es-
ta udltima descreve as aven-
turas de Ulisses (em grego,
Odysseus).
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6 Apéndice

A Matematica e suas origens

A influéncia dos gregos antigos na sociedade ocidental é algo sobe-
jamente conhecido. Da Filosofia ao Teatro, passando pela Matematica,
Medicina, Histéria, Mitologia, Fisica. Enfim, em todas as areas do co-
nhecimento, temos o refinamento intelectual da Grécia Antiga a inspirar
o desenvolvimento das mais variadas aventuras do espirito humano. Na
Matemadtica, em particular, a obra grega é profundamente seminal. Evi-
dentemente, a Matematica nao comecou com os gregos antigos. As ori-
gens da Matematica seguramente se perdem nas brumas da aurora da
humanidade. O ser humano, desde o mais primitivo, ao abrir os olhos se
da conta das diversas formas espaciais; ao deslocar-se entre duas posicoes,
ele o faz de forma a minimizar o seu esforco, escolhendo a distancia mais
curta. E, assim, esse nosso ancestral estava a desenvolver uma forma pri-
mitiva de Geometria intuitiva. No entanto, a utilizacao da Matematica
de uma forma deliberada talvez tenha sido realizada pela primeira vez
associada a processos de contagem que estavam relacionados a problemas
praticos. Veja Corréa-Almeida®.

Neste sentido, relacionar os elementos de uma determinada colecao ao
nimero de dedos das maos e dos pés pode ter sido a primeira tentativa
de fazer uma contagem. Porém, se o conjunto a ser contado fosse muito
grande, esse método tornar-se-ia impraticavel. Nesse caso, o homem pri-
mitivo poderia valer-se de um conjunto de pedrinhas e coloca-lo em cor-
respondéncia, por exemplo, com os componentes de um rebanho.

Assim fazia o personagem Polifemo, o gigante de apenas um olho da
Odisséia®, do escritor grego Homero®. O gigante, morador da ilha de
Cyclops, ap6s ter sido cegado por Ulisses, postava-se todas as manhas a en-
trada de uma caverna, tocando cada ovelha que dali saisse, associando-a
a uma pedrinha. Ao final da tarde, cada ovelha que retornasse era nova-
mente relacionada a uma pedrinha do conjunto obtido pela manha; caso
esse ultimo fosse completamente exaurido, o gigante estaria seguro de que
seu rebanho teria retornado integralmente a caverna.

Esses processos precisavam ser registrados e, para isso, o homem ne-
cessitava criar simbolos de modo que os dados coletados nao se perdessem.
A principio, esses registros eram efetivados fazendo marcas em bastoes ou
em pedagos de ossos. Sobre isso transcrevemos, a seguir, um trecho de
Boyer®, pag 3:

3Francisco Julio S. A. Corréa e Arthur C. Almeida, Papiro Rhind e as Fracdes
Unitérias, Revista do Professor de Matematica-SBM, N2 35, 1997,2-8.

4Homero, Odisséia, Abril Cultural, 1979.

5Pierce Vidal-Naquet, O Mundo de Homero, Companhia das Letras, 2002.

6Carl B. Boyer, Histéria da Matemética, Edgard Bliicher, 1974.
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Poucos desses registros existem hoje, mas na Checoslova-
quia foi achado um osso de lobo com profundas incisoes, em
numero de cinqiienta e cinco; estavam dispostas em duas séries,
com vinte e cinco numa e trinta na outra, com os riscos em cada
série dispostos em grupos de cinco. Tais descobertas arqueolé-
gicas fornecem provas de que a idéia de ntimero é muito mais
antiga do que progressos tecnolégicos como o uso de metais ou
de veiculos de rodas. Precede a civilizagao e a escrita, no sen-
tido usual da palavra, pois artefatos com significado numérico,
tais como o osso anteriormente descrito, vém de um periodo
de cerca de trinta mil anos atras.

Vé-se assim que a pré-historia da Matemaética recua no tempo para muito
antes de Homero, cujas obras datam do século VIII a.C.

Deve-se ressaltar que o desenvolvimento da Matematica acompanha
part passu o da sociedade em geral. Em virtude disso é que os povos
razoavelmente desenvolvidos tiveram que incrementar um aparato mate-
matico que possibilitasse fazer face aos desafios que o progresso suscitava.

Isso foi, em particular, o que ocorreu com os antigos egipcios que de-
senvolveram, assim como babilonios, indianos e chineses, uma Matemaética
bastante sofisticada.

O historiador Herdédoto, assim como outros intelectuais gregos, viajou
por varios lugares, entre os quais o Egito, e, sobre um certo rei egipcio de
nome Seséstris, Herédoto nos diz:

Esse rei realizou a partilha das terras, concedendo a cada
egipcio uma porgao igual, com a condicao de lhe ser pago todos
os anos um certo tributo; se o rio carregava alguma parte do
lote de alguém, o prejudicado ia procurar o rei e expor-lhe o
acontecido. O soberano enviava agrimensores ao local para de-
terminar a reducao sofrida pelo lote, passando o dono a pagar
um tributo proporcional a porgao restante. Eis, segundo me
parece, a origem da Geometria, que teria passado desse pais
para a Grécia.

Platao, em sua obra Fedro, também atribui aos egipcios a criagao da
Matematica. Mais precisamente, ele diz:

Na cidade egipcia de Naucratis, existiu um antigo e famoso
deus, cujo nome era Thoth; o passaro chamado ibis lhe era
consagrado e ele foi inventor de muitas artes, tais como a Arit-
mética, a arte de calcular, a Geometria, a Astronomia e os
dados, mas sua maior descoberta foi o uso das letras.

Herédoto (C. 484 - C. 425
a.C.) foi um historiador que
escreveu a obra-prima Histo-
rias.

Platdao (428 - 347 a.C.),
cujo verdadeiro nome era
Aristdcles, foi um filésofo gre-
go fundador da Academia e
autor da monumental A Re-
publica.



Aristételes (384/383 - 322
a.C.) foi, talvez a mente filo-
séfica mais universal dos gre-
gos. Dante Alighieri o definiu
como o “mestre daqueles que
sabem”.

Tales de Mileto

Algumas datas s@o escritas
como ’c. 230 a.C.’; por
exemplo, ’Eudoxo (c. 400-
347)’. Este c. indica que
a data nao é exata, refere-
se a um periodo aproximado.
O c. vem da palavra la-
tina circa, que quer dizer
’aproximadamente’, 'por vol-
ta de’. Veja Daniel C. de
Morais Filho, Como Escrever
um Texto Matemaética.

Geometria é um substantivo
derivado do grego e com-
posto de geo, que significa
terra, e metron que significa
medida, ou seja, etimologi-
camente, Geometria signifi-
ca medida de terras, o que
vem ao encontro do que se
disse previamente sobre a me-
dida de terras efetuada pelos
egipcios.
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Aristételes, por sua vez, sugere que a Matematica tenha origem egipcia
como conseqiiéncia da ascensao de uma classe sacerdotal, que dispunha
de tempo suficiente para o estudo, contrastando, assim, com a tese de
Herodoto, que apontava origens praticas para a Matematica.

Independentemente da finalidade com que a Matematica surgiu, He-
rodoto, Platao e Aristételes localizam sua origem no Egito, embora todos
concordem com a afirmacao de que a pratica matematica se deu antes da
civilizacao egipcia. Porém, a Matemadtica egipcia, assim como de resto to-
das as suas contemporaneas, tinham, ao que parece, objetivos meramente
pragmaticos. Eo que se deduz de seus papiros ainda hoje conservados em
varias bibliotecas americanas e européias. Vejamos algumas observagoes
sobre o Papiro de Rhind ou de Ahmes.

No inverno de 1858, o jovem antiquario escocés A. Henry Rhind, de
passagem por Luxor, cidade egipcia as margens do Nilo, adquiriu um pa-
piro (30cm de altura e 5m de comprimento) que havia sido encontrado nas
ruinas de uma antiga edificagdo em tebas. Com a morte de Rhind, ocor-
rida cinco anos apds, vitimado por tuberculose, o seu papiro foi adquirido
pelo Museu Britanico.

Esse documento, que passou a ser chamado Papiro de Rhind, foi escrito
por volta de 1700 a.C. por um escriba chamado Ahmes, Ah-mose (sendo
por isso também conhecido como Papiro de Ahmes), por solicitacao de um
certo rei Hyksos que reinou no Egito em algum periodo entre 1788 e 1580
a.C. Ahmes relata que o material provém de um outro manuscrito pro-
duzido em alguma época entre 2000 e 1800 a.C. Assim, o documento mais
antigo da Matematica tem cerca de 4000 anos, sendo Ahmes a primeira
figura da Matemadtica registrada na Historia.

O Papiro Rhind é uma colegao ou, mais precisamente, um manual, con-
tendo problemas praticos de natureza aritmética, algébrica e geométrica
com instrugoes para solugoes, sem que haja vestigio de demonstracoes
ou formalismos, coisas so registradas muito tempo depois pelos gregos, a
partir de Tales.

Tales de Mileto (c. 546 a.C.), considerado o pai da Geometria De-
monstrativa, foi um dos sete sabios da antiguidade.

Tendo dedicado parte de sua vida ao oficio de mercador, tornou-se
suficientemente rico para devotar-se posteriormente ao estudo e as via-
gens. De suas visitas ao Egito levou a Mileto os conhecimentos de Geo-
metria adquiridos pelos egipcios, tendo conquistado o respeito de seus
concidadaos nao apenas como matematico mas também como estadista,
conselheiro, engenheiro, homem de negécios, filésofo e astronomo.

E conhecido como o primeiro matematico cujo nome esta ligado a
teoremas, por isso mesmo o seu epiteto de pai da Geometria Demonstrativa
(ou dedutiva, ou sistemética) que desaguou em Os Elementos de Euclides,
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obra na qual é sistematizada a Matematica nos moldes que a conhecemos
nos dias de hoje. A Tales de Mileto sao creditadas as demonstragoes dos
seguintes resultados:

1. Qualquer diametro de um circulo divide-o em duas partes iguais.
2. Os angulos da base de um triangulo isosceles sao iguais.
3. Angulos opostos pelo vértice sao iguais.

4. Se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um deles,
respectivamente, iguais, entao esses triangulos sao congruentes.

5. Um angulo inscrito num semicirculo é reto (veja figura 1.22).

Fig. 1.22

A postura inaugurada por Tales de Mileto é uma das pedras angulares
da Matematica. Observe que o resultado 1 descrito linhas atras é extrema-
mente 6bvio. Contudo, mais importante do que o préprio resultado foi a
percepcao de Tales de que ele podia (ou deveria) ser demonstrado.

Arquimedes

Arquimedes, que viveu e morreu em Siracusa, cidade localizada na ilha
da Sicilia, atualmente pertencente a Italia, muito embora nao tenha ai
nascido, foi, provavelmente, o maior matematico da antiguidade classica.



Uma conjectura é um conjun-
to de idéias que, em conjunto,
constitui uma hipétese. Uma
conjectura pode ser falsa ou
verdadeira. Um exemplo ti-
pico é o Ultimo Teorema de
Fermat que, antes de ser de-
monstrado, era apenas uma
conjectura. Uma conjectura
famosa é a chamada conjec-
tura de Goldbach: “Todo
numero par maior do que 2
pode ser escrito como a soma
de dois nimeros primos”.

Diofanto de Alexandria (c.
250 a.C.) foi um matemégti-
co grego que escreveu trés
trabalhos: Aritmética, Sobre
Numeros Poligonais e Poris-
mas, que tiveram grande im-
portancia para o desenvolvi-
mento da Algebra e da Teoria
dos Nimeros.

32 Célculo - aula 1 UFPA

Além da Quadratura da Parabola, Arquimedes escreveu outras obras im-
portantes, entre as quais destacamos: Sobre a FEsfera e o Cilindro, So-
bre Espirais, Sobre FEquilibrio de Corpos Planos, etc. A obra de Ar-
quimedes que mais o aproxima do Célculo que comegaremos a estudar
¢ a Quadratura da Parabola, na qual se encontram as raizes do Calculo
Integral, pois o que ele fez foi aproximar um segmento de pardbola por
triangulos nela inscritos e assim exaurindo-a de modo que os triangulos
a preenchessem. E evidente que por mais que aumentemos o numero de
triangulos inscritos, sempre a area total da parabola serd maior que a area
da totalidade de triangulos inscritos e ai é que entra em cena o conceito de
integral, com a sua subjacente nocao de limite para justificar as passagens
do nuimero finito de triangulos para o calculo preciso da drea. Tornaremos
as idéias acima mais precisas no estudo da Integral.

Com relacao a Arquimedes, o matematico inglés do século XX, G.
H. Hardy disse: “Arquimedes sera lembrado quando Esquilo ja tiver sido
esquecido, porque as linguas morrem, mas as idéias matematicas nao”. De
maneira semelhante Voltaire observou: “havia mais imaginagao na cabeca
de Arquimedes do que na de Homero”. Veja Eves”.

Sobre os filésofos citados aqui, e varios outros, o leitor pode consultar
a excelente obra de Reale-Antiseri®.

Pierre de Fermat (1601-1650), mateméatico francés, que no dizer de
Laplace foi o verdadeiro inventor do Célculo Diferencial, era advogado,
formado em Toulouse, o qual, além de suas contribuicoes para o desen-
volvimento do Célculo e da Geometria Analitica, deixou como legado um
problema, chamado Ultimo Teorema de Fermat, formulado em 1630, que
foi alvo da atencao de varios matematicos, profissionais ou amadores, o

"Howard Eves, Introducdo & Histéria da Matemdtica, 32
UNICAMP, 2002.

8Giovanini Reale e Dario Antiseri, Histéria da Filosofia, vol. I, Edicdo Paulinas
1990.

Edicao, Editora
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qual foi resolvido completamente por Andrew Wiles, apenas em 1995, ou
seja, mais de trés séculos depois de ter sido conjecturado. Tal conjectura
foi enunciada por Fermat a margem de seu exemplar da Aritmética de
Diofanto, obra traduzida por Bachet, ao lado do Problem 8 do Livro II:

Dado um numero quadrado, dividi-lo em dois quadrados.

Na nota marginal de Fermat 1é-se,

Dividir um cubo em dois cubos, uma quarta poténcia ou,
em geral, uma poténcia qualquer em duas poténcias da mesma
denominacao acima da segunda é impossivel, e eu seguramente
encontrei uma prova admiravel desse fato, mas a margem é
demasiado estreita para conte-la.

Sera sempre um mistério saber se Fermat estava blefando ou nao.
A verdade é que tal problema foi alvo da atencao de varios eminentes
matematicos. Reproduzamos, abaixo, o que ¢ dito por Eves”, em um livro
escrito antes do trabalho de Andrew Wiles:

Sera sempre um enigma saber se Fermat tinha ou nao, real-
mente, uma demonstragao correta de sua afirmacao. O fato
¢é que, desde entao, muitos dos mais brilhantes matematicos
empenharam seu talento na resolucao do problema, mas a
conjectura geral ainda permanece aberta. Em algum Ilu-
gar Fermat demonstrou o caso n = 4; e Euler forneceu uma
prova (depois melhorada por outros) para n = 3. Por volta de
1825, Legendre e Dirichlet demonstraram independentemente
o caso n = 5; o teorema foi provado em 1839 por Lamé para
n = 7. O matematico alemdo E. Kummer (1810-1893) em-
preendeu avancos significativos no estudo do problema. Em
1843 submeteu uma pretensa prova do teorema a Dirichlet
que localizou nela um erro de raciocinio. Kummer retornou
entao ao problema com vigor renovado e, em poucos anos, de-
pois de desenvolver um importante aliado na algebra superior,
um assunto chamado teoria dos ideais, deduziu condicoes de
insolubilidade muito gerais para a relacao de Fermat. Quase
todos os progressos subseqiientes na resolucao do problema
basearam-se nas investigacoes de Kummer. Sabe-se agora que
o ultimo “teorema”de Fermat é efetivamente verdadeiro para
n < 125.000 e para muitos outros valores especiais de n. Em
1908 o matematico alemao Paul Wolfskehl legou 100.000 mar-
cos a Academia de Ciéncias de Gottingen como prémio para

9Howard Eves, Introducao & Histéria da Matematica, Traducao de Hygino H.
Domingues, Colecao Repertérios, Editora da UNICAMP.

Um Porisma é uma proposi-
¢ao que expressa uma condi-
cao que se traduz num cer-
to problema solivel, tendo
o problema entdo infinitas
solugbes. Vide Eves, para
mais detalhes.

A‘Q > A.
Andrew Wiles, matemaético
inglés que concluiu a de-
monstragao do Ultimo Te-
orema de Fermat, seguindo
o improvavel caminho inici-
almente apontado pelos ja-

poneses Yutaka Taniyama e
Goro Shimura.




PR 0, gy, -
Euclides em ”A Escola de
Atenas”, detalhe de afresco
pintado por Rafael.
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a primeira demonstragao completa do “teorema’”. O resultado
foi uma avalanche de supostas provas motivadas pela gléria e
pelo dinheiro; inclusive, desde entao, o problema tem obcecado
amadores, como o da trisseccao do angulo e o da quadratura
do circulo. O ultimo “teorema”de Fermat ganhou a distingcao
de ser o problema matematico com maior nimero de demons-
tragoes incorretas publicadas.

Euclides

Euclides (fl. 300 a.C.), matemético grego, cuja obra principal, conhe-
cida como Os Elementos, é uma coletanea constituida de 13 volumes que
envolvem geometria plana, proporcoes, Aritmética, teoria das proporgoes
e geometria espacial. Estudou em Atenas e provavelmente foi discipulo
de Platao. Foi contratado como um dos matematicos do Museum de
Alexandria, se constituindo em um dos primeiros mateméaticos profissio-
nais de que se tem conhecimento sendo que o Museum deve ter sido uma
das primeiras, senao a primeira, Universidade em toda a Histéria da
humanidade, pois 14 cultivava-se o ensino e a pesquisa, que sao atividades
que caracterizam as modernas Universidades. Deve-se ressaltar que nem
todos os resultados de Os Elementos sao devidos a Euclides. Esta sua
obra é, também, uma compilacao de varios resultados obtidos até entao.

No entanto, a obra de Euclides foi fundamental para o desenvolvimento
da Matematica e ela é, depois da Biblia, o livro mais editado em todo o
mundo.



UFPA Calculo - aula 1 35

Isaac Newton

Existem alguns gigantes da Ciéncia sobre os quais as informacoes nao
podem se restringir a meras notas marginais. Precisamos nos alongar
um pouco mais para podermos fornecer uma idéia que nao seja muito
imprecisa sobre suas vidas e, principalmente, suas obras. Este é o caso de
Isaac Newton.

Isaac Newton nasceu, prematuramente, no dia de Natal de 1642, no
mesmo ano da morte de Galileu Galilei (1564-1642), também uma das
figuras mais proeminentes da Ciéncia, em Woolsthorpe, cerca de 90 km
de Cambridge.

Newton estudou em escolas locais até os doze anos de idade, quando
entao deslocou-se 11km ao norte, até Grantham, onde residiu com o
boticario local. Quatro anos depois, em 1658, retornou a casa materna
(seu pai faleceu em outubro de 1642, antes, portanto, do nascimento de
Newton).

Em 1661, aos dezoito anos de idade, matriculou-se no Trinity College,
a mais famosa faculdade da Universidade de Cambridge. No verao de
1665, virtualmente quase todos abandonaram a Universidade em virtude
da peste bubonica. No més de marco de 1666 a Universidade conclama
estudantes e professores sob o argumento de que a peste havia sido debe-
lada. Mas, em junho deste mesmo ano, verificou-se que este nao era o caso.
A praga ainda estava presente e novamente a Universidade esvaziou-se; o
retorno ocorreu somente na primavera de 1667. Em particular, Newton
havia partido para Woolsthorpe em agosto de 1665.

Quando retornou para Cambridge ele ja havia escrito o seu tratado
sobre Calculo, o qual foi concluido em maio de 1666.

Tornou-se Professor Lucasiano (titulo esse em homenagem a Henry
Lucas, fundador do cargo) em 29 de outubro de 1669, com apenas vinte
e seis anos de idade, tendo sucedido a Isaac Barrow (1630-1677). Esse
cargo forneceu a Newton seguranca, independéncia intelectual e um bom
salario. Durante os primeiros dezessete anos de seu cargo como professor,
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ele depositava de trés a dez trabalhos de pesquisa por ano, mas depois
disso nada mais foi depositado.

Foi diretor da Casa da Moeda, dedicou-se a Alquimia e possuia um
temperamento extremamente dificil, vivendo praticamente recluso. Em
James Gleick! ¢ dito:

Descartes era um sonhador; Newton um sabio. Descartes
experimentou a poesia e o amor; Newton, nao. Voltaire, fi-
l6sofo franceés, que se encontrava em Londres por ocasiao do
funeral de Newton, nos diz:

"No curso de uma vida tao longa, ele nao teve paixoes nem
fraquezas; nunca chegou perto de uma mulher. E isso me foi
confirmado pelo médico e pelo cirurgiao que presenciaram sua
morte”.

Morreu em 1727 deixando-nos um legado, talvez o mais importante da
Ciéncia, no qual se inclui os estudos sobre o Célculo Diferencial e Integral,
a Lei da Gravitagao Universal, Otica e vérios outros que tém norteado
o desenvolvimento cientifico e tecnolégico. Afirmou certa vez que havia
conseguido enxergar mais longe por ter ficado em pé sobre ombros de
gigantes, frase esta nao original pois em Jacques Le Goff'! encontra-se a
seguinte citacao de Bernard de Chartres, ainda na Idade Média:

Somos anoes carregados nos ombros de gigantes. Assim
vemos mais longe do que eles, nao porque nossa visao seja mais
aguda ou nossa estatura mais elevada, mas porque eles nos
carregam alto e nos levantam acima de sua altura gigantesca

10James Gleick, Isaac Newton, Uma Biografia, Companhia das Letras, 2003.
1 Jacques Le Goff, Os Intelectuais na Idade Média, José Olympio, Editores.
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Limites: motivacoes
geométrica e cinematica

Objetivos

e Compreender as motivagoes geométricas e cinematicas para o con-
ceito de limite.

e (Calcular alguns limites simples.

O conceito formal de limite envolve um rigor que, normalmente,
para o principiante nao pode ser apreciado em toda a sua profundidade,
pois o excesso de formalismo, em estudos iniciais, esconde aquilo que é
essencial. Em virtude disso, ao introduzirmos o conceito de limite, op-
tamos por dar énfase as idéias, as técnicas e as aplicagoes pois, agindo
deste modo, incutiremos no aluno neéfito no estudo do Célculo a con-
vicgao de que ele estd a estudar nao apenas algo importante do ponto de
vista matematico, como também uma disciplina que permeia as diversas
areas do conhecimento cientifico e tecnolégico. Essas motivagoes levam o
estudante que estd a iniciar-se no Célculo a compreender a sua esséncia,
com a qual poderemos partir para formalizacoes, apos esse inicio intuitivo,
em uma etapa em que o aluno tiver adquirido um minimo de maturidade.

Comecemos com o problema da tangente.

1 O problema da tangente

Como vimos na aula 1, um dos problemas que motivarao o estudo da
derivada é o do tracado de tangentes. Tal questao ja era estudada desde a
Grécia Antiga conforme nos mostra Euclides no Livro III, Proposicao 16,
do seu Elementos!. Nessa Proposicao, Euclides nos mostra que, dado um

'Euclid, Euclid’s Elements, Great Books of the Western World, Vol. 10
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Apolénio de Perga, matema-
tico grego que, com Euclides
e Arquimedes, divide a gléria
de ser considerado um dos gi-
gantes do século IIT a.C., era
matematico notavel, além de
astronomo. Sua obra mais
conhecida é Se¢des Cénicas,
constituida de oito livros e
quatrocentas proposigoes, e
deve-se a ele os termos elipse,
pardbola e hipérbole para
designar as secOes conicas.
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circulo de centro O a reta r passando por um de seus pontos P é tangente
ao circulo se o angulo OPT , em que 1" é um ponto qualquer de r, for reto.
Seu argumento é extremamente simples e sera reproduzido aqui, a guisa
de ilustragao. Consideremos, conforme figura 2.1(a), o circulo de centro O
e de um determinado raio. Temos que ou a reta r intersecta o circulo em
um outro ponto, digamos, @, ou ndo. No primeiro caso o segmento OQ
serd igual ao segmento OP. Se @2 = 7/2 e, como o triangulo AOPQ
_—

é is6sceles, terfamos que OQP = /2 e chegarfamos a uma contradigao.
Portanto, P = () e a reta r é tangente ao circulo no ponto P caso ela seja
perpendicular ao raio OP. Veja figura 2.1(b). A partir da construgao de
retas tangentes pode-se tracar retas normais.

T

Fig. 2.1(a) Fig. 2.1(b)

Ja Apolonio de Perga (262-190 a.C.), em seu tratado sobre as conicas,
usa métodos similares para provar propriedades sobre as tangentes e nor-
mais a parabola, elipse e hipérbole. Também Arquimedes (287-212 a.C),
em sua obra Sobre Espirais, constréi a tangente a chamada Espiral de Ar-
quimedes. No entanto, todos os métodos empregados pelos matematicos
supracitados aplicavam-se a casos especificos e, pelo menos nos casos das
coOnicas, a reta tangente era aquela que intersecava a curva em apenas um
ponto. No entanto, como o leitor pode verificar na figura 2.2(a), podemos
ter uma reta intersecando uma dada curva em apenas um ponto e tal
intersecao processando-se de maneira, digamos, transversal. Além disso,
uma dada reta podera encontrar uma curva em mais de um ponto e ser
tangente, como é o caso que acontece com a FEspiral de Arquimedes, ou
como na figura 2.2(b).

Fig. 2.2(a) Fig. 2.2(b)
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Em vista disso, faz-se mister construir um método geral para a cons-
trucao de retas tangentes. Eo que comecaremos a fazer agora, utilizando
um processo que nos permitira introduzir, de maneira bastante ilustrativa,
o conceito intuitivo de limite. Comecemos, por comodidade, com um caso
bastante particular, mas alertando o estudante que a esséncia do processo
¢é inteiramente geral.

Exemplo 10. Consideremos a funcio f : R — R dada por f(x) = 22

Nosso problema consiste em determinar a inclinagao da reta tangente
ao grifico de f em um ponto qualquer P(zg,r3). Evidentemente, como
bem destacamos na introducao, nao podemos fazer uso da construcao
geométrica feita no caso da circunferéncia, haja vista que o grafico de f
¢ uma parabola e nao temos a nocao de centro, raio, etc. Em virtude
disso, langaremos mao de um processo que, a principio, usard uma apro-
ximagao. Mais precisamente, consideremos o ponto Q(xg + h, (xg + h)?)
pertencente ao grafico de f. A reta secante determinada por tais pontos
possui inclinagao mpg dada por

(ro + h)? — 23
h

me =
a qual, apos as devidas simplificagoes, adquire a forma

Evidentemente, tal nimero nao medira a inclinacao daquilo que es-
peramos ser a reta tangente a curva no ponto P, ou seja, a reta que
nas “proximidades” desse ponto toque a curva em apenas um ponto. Veja
figuras 2.3.

S+ h)

Xo) ‘
01 /x% x+h 0
Fig. 2.3(a) Fig. 2.3(b)

No entanto, quanto mais proximo o ponto P estiver do ponto @), o que
equivale dizer que h estara préximo de zero, a reta secante determinada
por P e () estara préxima de uma posigao tangente. Contudo, por menor



Com relagdo ao rigor, vale

lembrar a citacao:

“Rigor é

como uma roupa, fica descon-
fortavel se muito folgada ou

se muito apertada.
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que seja o valor de h havera sempre um erro ao aproximar a reta tangente
pela reta secante. Contornaremos tal problema fazendo o h tender a zero
ou, como diz-se no jargao do Calculo, tomar o limite da expressao quando
h — 0. Deste modo, a expressao na igualdade (2.1) assume valor 2z, ou
mais formalmente

lim

h—0

= 279 (2.2)

fxo+h) = f(o)
h

a qual representa a inclinagao da reta tangente ao grafico da funcao f no
ponto (o, f(zo))-

O objeto estranho
lim,
h—0
até entao desconhecido do aluno egresso do ensino médio, e aqui in-
troduzido de maneira bastante intuitiva, ¢ um divisor de aguas entre a
Matematica Classica e a Mateméatica Moderna, inaugurada por Fermat,
Newton, Leibniz, entre outros. Tal objeto sera estudado com mais deta-
lhes ao longo do curso, com o rigor sendo colocado de maneira paulatina de
modo a nao causar traumas pedagogicos no aluno ainda pouco experiente.
No entanto, o dito objeto estranho tornar-se-a tao intimo do estudante de
Calculo que qualquer desconforto inicial ao tratar com ele sera substituido
por uma intimidade extremamente familiar.

A expressao (2.2) é escrita, também, da seguinte maneira. Facamos
r1 = xg+ h e observemos que fazer h tender a zero é equivalente a fazer o
ponto x; se aproximar de xy e assim o limite expresso na igualdade (2.3)
é reescrito como

T1—T0

Vejamos o que acontece em um caso numérico especifico. No exemplo
acima, faca xy = 3 de modo que yo = f(xg) = 9 e considere valores de x4
e seus correspondentes y; = f(x1). Evidentemente, tais valores atribuidos
a r1 devem estar proximos de xp, ou pela direita ou pela esquerda. Ob-
servemos a tabela (2.1) a seguir.

’ZB1 ‘yl \yl—yo \xl—ﬂfo\(yl—yo)/(iﬂl—xo)‘
3,01 9,0601 0,0601 0,01 6,01
3,001 | 9,006001 0,006001 0,001 6,001
3,0001 | 9,00060001 | 0,00060001 | 0,0001 | 6,0001
2,5 6,25 -2,75 -0,5 5,5
2,9 8,41 -0,59 -0,1 2,9
2,99 8,9401 -0,0599 -0,01 5,99
2,999 | 8,994001 -0,005999 -0,001 | 5,999
2,9999 | 8,99940001 | -0,00059999 | -0,0001 | 5,9999
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Infere-se dessa tabela que, a medida que x; se aproxima de xy, tanto

pela direita como pela esquerda, o valor de N se aproxima de 6. Na
T1 — 2o
notagao de limites, tem-se

. flx)— f(3
lim L8 = FG) o
z—3 r—3
Observemos entao que obtivemos a nocao de tangente por meios al-
gébricos, sem fazer uso de construcoes geométricas, como os feitos por
Euclides no caso da circunferéncia.

Deve-se observar que o procedimento que acabamos de descrever, muito
embora tenha sido aplicado a um caso especifico, possui um carater geral.
Mais precisamente, se tivermos uma fungao y = f(z), definida em um
certo intervalo I de R, e caso queiramos determinar a inclinacao da reta
tangente ao seu grafico em um ponto P(xg, f(zg)) procederemos de modo
inteiramente andlogo, ou seja, consideraremos um ponto Q(xo + h, f(xo +
h)), em que h é um acréscimo, que poderd ser positivo ou negativo, dado
a variavel x. Assim, a inclinacdo mpg da reta secante ao grafico de f,
determinada pelos pontos P e @), sera dada por

_ flwo+h) = f(xo)
mpqQ = A .

Conseqiientemente, a inclinacao da reta tangente sera obtida quando
fizermos h tender a zero, isto é,

mp = lim

J(xo 4+ h) — f(xo)
lim . (2.3)

caso tal limite, que serda chamado derivada de f no ponto xg, exista. Como
dissemos anteriormente, poderemos reescrever a equagao (2.3) da seguinte
maneira

mp = lim 18 = f(@0)
T—T0 T — Zo

Vejamos um exemplo.

Exemplo 11. Seja f(z) = 23 definida para todo x € R. Determinaremos
a equagao da reta tangente ao gréifico de f em um dado ponto P = (zg, x3).
Para isso, aplicaremos a idéia desenvolvida no exemplo anterior. Com
efeito, seja Q = (wo + h, (zo + h)®) um ponto do grafico de f obtido
efetuando-se um acréscimo na variavel x, e assim teremos a reta que passa
por P e (@), secante ao grafico de f, conforme figuras 2.4.
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\

Fig. 2.4(a) Fig. 2.4(b)

Sua inclinagao mpq sera dada por

h 3 _ .3
mpg = E0F h) 20— 322 4 3xoh + B2 (2.4)

Ora, como vimos antes, por menor que seja o valor do acréscimo
h, obteremos sempre uma reta secante que, no entanto, tendera a uma
posicao limite quando h tender a zero, devendo-se ressaltar que o h acima
pode ser positivo ou negativo, ou seja, a existéncia do limite pressupoe
que podemos nos aproximar do ponto em questao, tanto pela direita como
pela esquerda do ponto xy. Portanto, em virtude da expressao em (2.4),
a reta tangente ao grafico de f no ponto P tera inclinacao

i £ @0 B = @)

= 32,
h—0 h, 0

De posse desta inclinagao e do ponto P = (x¢, z3) encontrar-se-4 facil-
mente a equacgao da reta tangente. O leitor esta convidado a mostrar que
a equacao de tal reta tangente é dada por

y = 3rpx — 21 .

Exemplo 12. Consideremos a fungao f(z) = v/« que estd definida apenas
para valores de x maiores do que ou iguais a zero. Determine a inclinacao
da reta tangente ao gréfico de f em um ponto qualquer P(xg, \/z,), ©o > 0.

Solugao. Supondo xg > 0, daremos o acréscimo h para obter o ponto
Q(zo+h,v/xo + h) ainda sobre o grafico de f. A inclinagao da reta secante
que passa por P e () é dada por

 Vat h— %
- - ,

(2.5)

me
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Como queremos obter a inclinacao da reta tangente, devemos fazer
o acréscimo tender a zero na expressao acima. No entanto, se assim

<. . .0
procedermos, seremos levados a uma expressao indeterminada do tipo o

Em vista disso, devemos levantar a indeterminacdc®, o que seré feito por
métodos puramente algébricos, ja de conhecimento do leitor. Procedamos
da seguinte maneira: multipliquemos numerador e denominador na ex-

pressao em (2.5) por v/xo + h + /%o para obtermos
1
mpg = .
PQ \/l’o—i—h—l—\/l‘g

Nesta ultima expressao podemos fazer o h tender a zero e assim obter a
inclinagao m da reta tangente ao gréafico de f no ponto P, ou seja,

1
m—2\/x_0.

Observemos que o acréscimo h pode ser tanto positivo como negativo
desde que, neste tltimo caso, o seu mddulo seja suficientemente pequeno,
de modo que zy + h ainda seja um nimero positivo.

Feito isso, podemos imediatamente determinar a equacao da reta tan-
gente ao grafico de f no ponto (xg, /o), pois ja conhecemos a sua in-
clinacao. Um calculo elementar nos mostra que tal equagao é

1 VTo
= v+ Y0
2/ | 2

Conseqlientemente a equacao da reta normal ao grafico de f, no mesmo

ponto, sera
Yy = —2/xox + /o (1 + 2x0)

O leitor estd convidado a analisar o problema quando xy = 0.

Y

Esperamos que o leitor tenha percebido o processo que consistiu em
considerar acréscimos e seus quocientes e depois fazer o acréscimo ten-
der a zero. Em um dos Apéndices desta aula reproduziremos algumas
observagoes sobre o método de Descartes para o tragado de tangentes.

Antes de continuarmos, facamos um paréntese para introduzir uma

nocao inicial sobre indeterminacdo. Notemos que a expressao 0 é despro-

a
vida de sentido matematico. Da definicao de divisao, 7= ¢ significa que

. 0 : - .
a = bc. Portanto, se escrevéssemos 0= x, essa igualdade significaria que

20bservemos que isto ocorreu nos exemplos anteriores. No entanto, como podiamos
colocar o h em evidéncia, no numerador, ele podia ser cancelado com o h do denomi-
nador, de modo que a indeterminacdo era levantada automaticamente.
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0
0z = 0. Ora, todo nimero x é tal que Ox = 0, por isso se diz que 0 é

uma “expressao indeterminada”. O mesmo acontece com a expressao
0°. Veja Lima® para mais informacoes sobre o assunto.

2 O problema da velocidade

Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrar a relagao que ha entre o problema
da determinacgao da reta tangente, vista na secao anterior, com o de cal-
cular a velocidade instantanea, entendida como aquela que o velocimetro
de um carro registra a cada instante de seu movimento. Para tal, supo-
nhamos que um mével esteja se deslocando ao longo de uma reta regido
pela equagao horaria

s=s(t) =3t* — 5t +2

em que s = s(t) representa a distancia percorrida pelo corpo no tempo t,
sendo s medida em metros e t em segundos. Desejamos dar um sentido
a nocao de velocidade em um determinado instante ¢t. Sabe-se da Fisica
que a velocidade média de uma particula em um certo lapso de tempo
¢ o quociente entre a distancia percorrida e o intervalo de tempo gasto
em percorré-la. Portanto, a velocidade média v,, do moével no intervalo
[t,t + At] serd dada por

_s(t+ At) —s(t)

= = 6t — 5+ 3AL.
v AL +

Evidentemente, esse valor podera ser bastante diferente do da velocidade
que desejamos determinar se o valor At for grande. No entanto, a medida
que fizermos o intervalo de tempo usado na experiéncia bem pequeno,
o valor v, obtido acima ficard cada vez mais préximo do da velocidade
instantanea no tempo t. O valor preciso sera obtido quando fizermos
At — 0, o que se lé At tende a zero. Portanto, a velocidade v(t) no
instante ¢ serd

s(t + At) — s(t)
At—0 At

Como o leitor pode verificar, o procedimento usado neste segundo e-
xemplo segue os mesmos caminhos daqueles percorridos na resolucao do
problema da tangente, isto é, na impossibilidade de tratarmos diretamente
com o problema proposto, faz-se inicialmente uma aproximagcao a custa
de conceitos previamente conhecidos e dai, por um processo de passagem
ao limite, obtemos o resultado procurado.

3Elon Lages Lima, Meu Professor de Matematica e outra histérias, Colecao Funda-
mentos da Matematica Elementar, SBM, 1997.
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3 Um pouco de generalidade

Utilizando a idéia desenvolvida anteriormente, vejamos agora um pro-
cedimento um pouco mais geral, no sentido de que consideraremos uma
funcao qualquer y = f(z) e desejamos verificar o que acontece com os
valores de f(z) a medida que x se aproxima de um dado ntimero b. Come-
cemos com um exemplo especifico.

Exemplo 13. Consideremos a fungao quadrética f(x) = 2% e analisemos o

que acontece com os valores de f(z) quando x se aproxima de 2, ou, usando
o linguajar matematico, desejamos calcular o limite de f(x) quando x
tende ao valor 2. Simbolicamente, este fato é traduzido por

lim f(z).

r—2

Para ver o que acontece com este procedimento dinamico analisemos a
tabela abaixo e a esquerda:

E | fx) =2 | lz [ fl@)=a"]
1,5 2,25 25 6,25
1,6 2,56 24 | 5,76
1,7 2,39 2.3 | 5,29
1.8 3,24 22 | 4,84
1,9 3,61 21 | 441
1,99 3,9601 2,05 | 4,2025
1,999 3,996001 2,04 | 4,1616
1,9999 3,99960001 2,03 | 4,1209
1,99999 | 3,99996 2,02 | 4,0804
1,999999 | 3,999996 2,01 | 4,0401
1,9999999 | 3,9999996 2,001 | 4,004001

Observemos que a medida em que x se aproxima de 2, por valores menores
que 2, f(z) fica cada vez mais préximo de 4. Vejamos a tabela & direita
em que x se aproxima de 2 por valores maiores do que 2.

Nesse caso também tem-se que os valores de f(z) se aproximam de 4
quando z tende a 2 por valores maiores do que 2. Observando que f(2) = 4
somos tentados a concluir que

lim f(z) = lim2? = 4 = f(2).

T—2 r—2
Isto é o que acontece com quase todas as fungoes com as quais temos
trabalhado até agora. Observemos que o universo das fungoes conhecidas
pelo leitor, embora seja rico, é constituido por func¢oes bem comportadas,
entre as quais destacamos os polinomios, as funcoes trigonométricas, a
funcao exponencial, etc. Para esta classe de fungoes tal fenomeno sempre
se verifica, ou seja, :lvmé f(x) = f(a).

—
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Exemplo 14. Consideremos o caso em que f(x) = 2% — 723+ 5 e observe-
mos que

lim(2? — 72° +5) =12 = 7(1*) + 5 = —1 = f(1).

r—1

No entanto, nem sempre isto ocorre. Vejamos os seguintes exemplos. Se-
jam f,g: R — R dadas por

f(z)=—2*+6x -5,

224+ 6x -5 se x#3,
g(x)z{ ?

1 se x=3.

Claramente, lir% f(z) = f(3) = 4. No entanto, lir% glx) =4 # 1= g(3).
T— r—

Observemos que o grafico de f é tracado de modo continuo, ao passo que

o de g possui um determinado salto. Veja figuras 2.5(a) e 2.5(b) a seguir.

Fig. 2-5(a) Fig. 2-5(b)

Esses exemplos mostram que € preciso ser bastante cuidadoso ao tratar-
mos com o conceito de limite. Isso ficard gradativamente claro ao analisar-
mos determinados exemplos bastante tipicos de certos fenomenos. Confira
o exemplo a seguir.

Exemplo 15. Consideremos a funcao dada por

22 —1
flx) = :
r—1
Como x = 1 nao pertence ao dominio de f, caso queiramos calcular

lim f(x), ndo podemos, como no caso anterior, atribuir a x o valor 1, pois
rz—1

assim teriamos uma expressao do tipo %, que é chamada indeterminagao,
pois nao possui valor matematico definido. Contudo, nao ha motivo para
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desesperarmos, pois, se & # 1, pode-se reescrever a expressao da fungao
como
(x —1)(x+1)

r—1

fx) =

?

o que nos fornece
fle)=xz+1, z#1.

Assim,

lim f(z) = lim(z + 1) = 2.

z—1 z—1

Neste exemplo, fica evidente que para calcularmos o limite de uma

funcao em determinado ponto, nao é necessario que a funcao esteja definida
nele, ou seja, nao héa a necessidade de que tal ponto pertenca ao dominio
da funcao. Basta que a funcao esteja definida em uma wizinhanca do
referido ponto. No decorrer das ligoes, outras indeterminagoes surgirao,
entre as quais algumas que nao poderao ser levantadas por procedimentos

puramente algébricos como o do problema anterior. Um exemplo tipico é
sen

o da funcao quando z tende a zero. Tal limite, que é um dos limites

x
fundamentais do célculo, é dado por
sen x

lim =1
z—0 I

e serd estudado com detalhes na aula 3.

Nos casos anteriores a funcao f aproximava-se sempre do mesmo valor,
independente da maneira como z tendia ao nimero a. No entanto, esse
nao é o caso geral, ou seja, como dissemos anteriormente, a andlise das
questoes relacionadas com limites deve ser tratada de maneira bastante
cuidadosa, pois elas estao freqiilentemente reservando-nos surpresas. Ve-
jamos o exemplo a seguir.

Exemplo 16. Consideremos a fungao dada por

f(x):{o’ se x <0,

1, se x>0

a qual surge em aplicagoes praticas como em eletricidade, mecanica, etc.
Analisemos o comportamento dessa funcao quando x estiver proximo de
zero. Ora, x pode aproximar-se de zero tanto pela sua direita como pela
sua esquerda. Indicaremos tais fatos, respectivamente, por x — 07 e
x — 0. A direita de 0 a funcao é constante e igual a 1 e assim diremos
que o limite da fungao f quando = se aproxima de 0 pela direita - limite
lateral a direita - € igual a 1, e escreve-se

lim f(z)=1.

z—0t

De maneira analoga, teremos o limite lateral a esquerda dado por

lim f(z)=0.

z—0~
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Quando tal fato acontecer - limites laterais existem mas sao distintos -
diremos que o limite nao existe.

Nao esquegamos a seguinte observacgao:

O limite lim f(z) existe se, e somente se, os limites laterais
r—a

lim f(z) e lim f(z) existirem e forem iguais.
z—a™t z—a~

Observacao 1. Deve-se ressaltar que em algumas situacoes pode-se ape-
nas calcular um dos limites laterais. E o que acontece se a fungao f estiver
definida em intervalos tais como [a, ], (a, b), [a, 00), (—o0, b], etc. No ponto
a ha sentido apenas em falar em limite lateral a direita, enquanto que no
ponto b ha sentido apenas em falar em limite lateral a esquerda. Veja o

que acontece com as fungoes f(z) = V1 — 22, g(x) = Va2 — 1, Inz, etc.

Exemplo 17. Consideremos um exemplo um pouco mais trabalhoso, pois
em Matematica, como de resto em todos os aspectos da vida, nem tudo
sao flores.

1

-, se x <3,
flzy=¢ 7
22 —12, se x>3.

Analisemos alguns limites dessa funcao.

(a) lirr}l f(z)?
Para z > 3, tem-se que f(z) = 2% — 12, e assim

lim f(r) = lim(2? — 12) = 4 = f(4).

r—4 r—4

(b) lim f(x)?

Para z < 3, tem-se que f(x) =1/z, e assim

liy f () = lim(1/x) = 1/2 = f(2).

i ?
(c) lim f(z)’
Para z > 3, temos que f(r) = z? — 12, e assim

lim = -3 = f(3).

r—31

(d) lim f(x)?

r—3~

Para z < 3, tem-se f(x) = 1/z, e assim

lim = 1/3.

r—3~
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Observemos que esse limite nao é afetado pelo valor da funcao no
ponto x = 3. Portanto, como o estudante ja deve ter observado em
exemplos anteriores, o limite de uma funcao em um certo ponto nem
sempre esta relacionado com o valor da fungao neste ponto.

(e) 1iI£l+ f(z)e lir(r)1+ f(z)?

O leitor estd convidado a dar uma resposta a essa perguntal

4 Exercicios resolvidos

Tz —4
1. Calcule lim —————.
acuegglr}lgﬂ_x_12

Solugao. Observemos inicialmente que no célculo de limite lim f(x)

r—a

a variavel x se aproxima de a mantendo-se sempre diferente de a.
Se tentassemos substituir simplesmente x por 4, chegarfamos a uma
indeterminacao. No entanto, se x # 4 podemos realizar os seguintes
calculos

r—4 r—4 ) 1

1
lim — % — lim —— — -
aoiz? — g — 12 xﬂ(x+3)(x—4) ez +3 7

n) —
2. Dada f(z) = 2* — 3z, calcule lim flo+ ]z /() .

Solu¢io. Como f(x) = z* — 3x, temos que f(x + h) = (x + h)? —
3(x+h)e

limf('r—{'h)_f(x) ~ lm (22 + 2hx + h* — 3z — 3h) — (2 — 3x)

h—0 h h—0 h
. 2hx + h?—3h
= lim
h—0 h

= lim(2z 4+ h — 3)
h—0

= 2x—3

O leitor deve observar que em um determinado ponto dos calculos
acima noés levantamos uma indeterminacao.

flx+h) - f(x)

ando
h ) qu

3. Dada f(z) = v/bz+ 1, determine ]llir%
x> —1.
Solugao. Inicialmente o estudante deve perguntar-se o porquée da

imposigao x > —1/5. Passemos ao cédlculo do limite.

. fle+h)—f(x) . Vbr+5h+1—+br+1
lim = lim
h—0 h h—0 h




Foi John Wallis(1616-1703),
matematico inglés, quem pri-
meiro introduziu o simbolo co
para representar infinito.
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— lim Vbx +5h+1—+bx+1+vbx+5h+1++bxr+1
h—0 h Vbx +5h +1++bx +1
~ lim (5x +5h+1) — (bz + 1)
h—0 h(v/5z + 5h + 1+ /bz + 1)
lim 0
h—=0 /b + 5h + 1+ +/bx + 1
5)
2v5r +1°

A pergunta acima ja foi respondida? Pode-se calcular o limite acima

quando x = —%? Justifique sua resposta.
Exemplo 18. Consideremos a fungao dada por f(z) = W e ob-
x —_
servemos que o valor x = 2 nao pertence ao dominio da fungao. No

entanto, podemos analisar o comportamento de f quando x se aproxi-
ma de 2. Ora, quando z gradualmente se aproxima de 2, o valor de
(r —2)? se aproxima cada vez mais de zero, por valores positivos, e assim

a fragao assume valores cada vez maiores, tornando-se infinita-

(z —2)
mente grande. Designa-se tal fato escrevendo-se

lim —— = o0.
r—2 (x — 2)2

Devemos enfatizar que oo nao é um ntmero. Ele é um simbolo usado
para designar algo que se torna maior do que qualquer valor real sempre
que x se aproxima de um ponto que poderd, ou nao, pertencer ao dominio
da funcao.

Exemplo 19. Relacionado com o que aconteceu no exemplo anterior, mas
com uma certa diferenca, temos a funcao

cujo dominio é constituido pela totalidade dos ntimeros reais exceto o 0.
Analisemos o que acontece com o comportamento da funcao préximo do
valor zero. Observemos que x pode se aproximar de zero tanto por valores
positivos como por valores negativos.

Suponhamos que x — 0T, ou seja, x se aproxima de zero por valores
positivos. Para tornar a exposicao mais clara, admitamos que x assuma
valores iguais a % em que n varia no conjunto dos nimeros naturais N.
Evidentemente, % se aproxima de zero por valores positivos e f (%) =n que
se torna infinitamente grande e este fato traduz-se, em termos de limite,
como

lim f(z) =+4o0.

z—0t
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Suponhamos, agora, que x se aproxime de zero pela esquerda, isto é, por
valores negativos. Nesse caso, podemos considerar x assumindo valores da
forma z = —%, e assim f(—%) = —n que tende para —oco. Traduzindo tal
fato em termos de limite, obtém-se

lim f(z) = —oc0.

z—0~

Estudaremos, com mais detalhes, tais tipos de limites na aula 3.

5 Exercicios propostos

1. Em cada um dos itens a seguir, determine os pontos x = a para
os quais cada denominador é zero. Verifique o que acontece quando
r—a equando r — a”.

(a) f(z)=2

(b) f(z) =5

(c) f(z) = (x:f)i(ifs)
(@) fla) = ==

2. Calcule lim

h—0

VEF3-3
o8

2 _p—12
3. Calcule lim ror- e )
r—4 r—4

4 3 _ 1 2 2
4. Calcule lim ki 3z fz + 36 caso ele exista.
z—1 22+ 3x—4

5. Calcule
) 1 4
lim — .
=2 \x—2 22—-4

6. Encontre os limites abaixo, caso eles existam:

(a) lim o]

b) lim —
x—0
(c limm
x—1
2
.z
(d) Tim =
2
(e 1im£
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7. A funcao

f(a:):{ r se 0<z<1,

20 se l<x <3

possui limite no ponto x = 1?7 E no ponto x = 27

UFPA
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6 Respostas dos exercicios propostos

3 3
1. (a) a=0, lim — =+occe lim — = —o0
z—0t T r—0— I
(b)azl,wlir{1+$f1:+ooezlir{17xi1:—oo
. x—2
(c) a=Towa=3, lim === = +oc,
L T — 5 Tz —2 n
1m = —0 1m = o0 e
a—1- (z — 1)(z — 3) Ta—3t (x —1)(x — 3)
x_
li =
e -z —3)
-2 -2
(d) a=1, lim * — —coe lim — = 0
z—1t (l’ — ].)2 z—1— (CL’ — 1)2
9 1
W
3.7
4. =8
5 1
!
6. (a) 0
(b) 1
(c) 1
(d) 0
(e) 1sex —0te—1sex— 0

7. O limite nao existe em x = 1, pois

lim f(x)=1#2= lim f(z)

r—1— z—1t

Em z = 2 a funcao tem limite e lim2 f(z) =4.

Nesta aula vocé aprendeu:

e quais foram as motivacoes geométricas e cinematicas do Célculo;

e a calcular alguns limites simples.
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7 Apéndice

Apolonio de Perga

Apolonio (262-190 a.C.) escreveu um tratado, As Conicas, constituido
de oito livros. Juntamente com Os Elementos de Fuclides sao considerados
as melhores obras da antiguidade em seus campos.

Arquimedes

Pier Daniele Napolatini?, professor de Histéria da Matematica da Uni-
versidade de Pisa, refere-se a Arquimedes com palavras que refletem a im-
portancia do matematico siracusano para o desenvolvimento da Matematica.
Ele nos diz:

Explicar Arquimedes em poucas paginas é uma tarefa dificil.
Sera preciso considerar o inventor, o defensor de Siracusa, a ge-
nialidade de suas técnicas matematicas e inserir tudo isso no
contexto da ciéncia helenistica e das Guerras Punicas. Mas
ainda nao basta. A vida de Arquimedes estendeu-se bem além
dos 75 anos que passou neste mundo: se sua figura se tornou
um mito, sua obra é uma das raizes mais profundas de nossa
Ciencia. Aspectos que também precisamos considerar.

E héa outro problema. Arquimedes foi um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Era, porém, um matematico
grego e, embora a Matematica grega seja a precursora da nossa,
¢é profundamente diversa daquela que praticamos. Assim, nao
podemos dar uma idéia de sua obra traduzindo os resulta-
dos para a nossa linguagem: uma traducao desse tipo trans-
formaria nossa narrativa em um insosso elenco de resultados
facilmente dedutiveis mediante o calculo infinitesimal. Para re-
construir as contribuicoes de Arquimedes é preciso mergulhar
na sua Matematica.

O objetivo deste apéndice é o motivar o leitor a mergulhar na obra
do Sébio de Siracusa. Arquimedes nasceu na cidade de Siracusa (c. 287
a.C.), sul da Itdlia, que, na época, pertencia ao mundo grego, e morreu
(c. 212 a.C.) durante o ataque de tropas romanas a Siracusa, comandado
pelo general romano Marco Claudio Marcelo que, segundo consta, por ser
profundo admirador de Arquimedes, teria dado ordens expressas para que
o poupassem durante a invasao. No entanto, a ordem de Marcelo nao foi

4Pier Daniele Napolitani, Génios da Ciéncia, Arquimedes Pioneiro da Matemaética,
Scientific American, N2 7.
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cumprida e Arquimedes acabou assassinado por um soldado romano, fato

este narrado por Plutarco®.

Acredita-se que ele tenha estado na Universidade de Alexandria, local
onde trabalharam Euclides, Eratéstenes, Aristarco de Samos e Apolonio
de Perga, entre outros. Vérios de seus trabalhos chegaram até nds e
existem suspeitas de que outros se perderam ao longo dos tempos. Tais
trabalhos arquimedianos sao verdadeiras obras-primas de elegancia e rigor
matematico e estao coletados, com traducao de Sir Thomas L. Heath, no
Volume 10 do Great Books of the Western World. Sao as seguintes as
obras de Arquimedes preservadas até hoje:

1. Sobre a Esfera e o Cilindro.

2. A Medida do Circulo.

3. Sobre Condides e Esferdides.
4. Sobre as Espirais.

5. Sobre o Equilibrio dos Planos.
6. O Contador de Areia.

7. A Quadratura da Parabola.

8. Sobre Corpos Flutuantes.

9. O Método.

10. Livro dos Lemas.

Em particular, Arquimedes orgulhava-se de sua obra Sobre a Esfera
e o Cilindro a ponto de querer que sobre a lapide de seu timulo ficasse
gravada uma esfera inscrita em um cilindro; no que foi atendido pelo
general Marcelo, seu adversario, mas admirador.

O tumulo do génio de Siracusa foi encontrado, em 1965, durante as
escavagoes para a construcao de um hotel em Siracusa, no qual surgia a
esfera inscrita no cilindro. No trabalho preferido de Arquimedes é demons-
trado que se um cone estiver inscrito em um hemisfério, que por sua vez
estiver inscrito em um cilindro, os volumes dos sélidos estarao na razao
1:2:3.

Para chegar a tal conclusao, Arquimedes deveria conhecer o volume da
esfera, algo entao desconhecido naquele tempo. Como, entao, Arquimedes

5 The Lives of the Noble Grecians and Romans, Vol. 13, The Dryden Translation,
Great Books of the Western World.



Palimpsesto. Manuscrito so-
bre pergaminho que os copis-
tas da Idade Média apaga-
ram, para sobre ele tracarem
nova escrita, debaixo da qual
a arte tem modernamente
conseguido fazer reaparecer
em parte os primitivos ca-
racteres. Tal palavra vem
de Palimpsestos, de palin(de
novo) + psestos(raspado).
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deduziu a férmula correta do volume da esfera? Isto permaneceu en-
volto em mistério até 1906 quando o fil6logo dinamarqués Johan Lud-
vig Heiberg, examinando um antigo manuscrito em uma biblioteca de um
mosteiro em Constantinopla, hoje Istambul, Turquia, verificou que era um
palimpsesto, no qual o texto matemaético original havia sido parcialmente
apagado.

Analises cuidadosas de tal documento revelaram que ele era um dos
trabalhos perdidos de Arquimedes, chamado O Método, no qual ele expli-
cava seu procedimento para descobrir o volume da esfera. Para atingir tal
desiderato Arquimedes procedeu como se segue, no qual usa-se o moderno
linguajar matematico. Veja Eves®.

Seja r o raio da esfera e a situemos de modo que o seu diametro ho-
rizontal coincida com o eixo ox, com o polo norte na origem, conforme
figura a seguir

A B \/7‘2—()6-7”)2 =
r =\/2xr - x?

%}

AN

Construa o cilindro e o cone de revolucao obtido pela rotagao do
retangulo NABS, cuja area é 2r x r, e o triangulo NC'S em torno do eixo
ox. Agora cortemos os trés solidos em fatias verticais a uma distancia x de
N e com espessura Az. Os volumes destas fatias sao, aproximadamente,

Volume da fatia na esfera: 7z (2r — z)Ax,

Volume da fatia no cilindro: mr*Axz,

Volume da fatia no cone: mz2Axz,

SHoward Eves, Great Moments in Mathematics Before 1650, Mathematical
Association of America, Dolciani Mathematical Exposition N 5(1983).
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Relembremos que o momento de um corpo em relagao a um ponto € o
produto do volume do corpo pela distancia do ponto, com relacao ao qual
estamos calculando o momento, ao centréide do corpo.

Assim, tomemos as correspondentes fatias da esfera e do cone e as
penduremos em uma balanca virtual com seus centros em 7', onde T'N =
2r. O momento resultante destes dois corpos com relagcao a N é

[m2(2r — 2)Az + 72® Ar)2r = drrirAr.

Observemos que isto é quatro vezes o momento da fatia do cilindro quando
a fatia é deixada no lugar em que ela se encontra originalmente. Adicio-
nando um grande numero de fatias colocadas justapostas encontramos

2r[Volume da Esfera + Volume do Cone] = 4r[Volume do Cilindro]

ou, equivalentemente,

8 3
2r | Volume da Esfera + 7;7‘ = 8mr”,

ou

473

3
Este foi o método descrito por Arquimedes para descobrir o volume da es-
fera. Contudo, a consciéncia matematica de Arquimedes nao permitia que
ele considerasse tal procedimento como sendo uma demonstragao. Poste-
riormente ele forneceu uma demonstracao usando o Método de Eraustio,
que ¢ a esséncia do método de integracao conhecido do Célculo Integral
que sera visto na aula 9.

Volume da Esfera =

O método de Descartes para o tracado de tangentes

O Calculo Diferencial e Integral, denominado em priscas eras Calculo
Infinitesimal, tem como personagens principais gigantes como Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz que, independentes um do outro,
desenvolveram grande parte daquilo que se estuda nos cursos de Calculo
de Uma Varidvel. No entanto, o Célculo nao se originou nem se exauriu
com Newton e Leibniz. Na verdade, seus pontos basilares, a derivada e a
integral, repousam sobre problemas que remontam a Grécia Antiga, rela-
cionados, respectivamente, com tracados de tangentes e calculos de areas,
a chamada quadratura dos gregos de antanho.

No concernente a determinacgao de tangentes, normalmente aprende-se
nos cursos elementares que a reta tangente a uma curva é aquela que a
interseca em apenas um ponto. Tal fato é verdadeiro se, por exemplo, a
curva considerada for uma circunferéncia. Veja figura 2.6(a). No entanto,

de maneira geral, tal assertiva nao é verdadeira, conforme indicam as
figuras 2.6(b) e 2.6(c).
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Fig. 2.6(a) Fig. 2.6(b) Fig. 2.6(c)

Na figura 2.6(b) a posigao da reta nao condiz com aquilo que se espera
de uma reta tangente, muito embora ela intersecte a curva em apenas um
ponto. J& na figura 2.6(c) a reta intersecta a curva em dois pontos mas
ela tangencia a curva em P.

Portanto, faz-se mister definir de maneira precisa o que vem a ser reta
tangente a uma curva por um dado ponto, a fim de evitar dubiedades
como as expostas acima. Varios esforcos foram feitos neste sentido, no
entanto, somente com o advento do Célculo Diferencial e seu subjacente
conceito de limite, conseguiu-se tal desiderato.

Nosso objetivo neste apéndice é o de descrever o procedimento de
Descartes para o tracado de tangentes. Antes, porém, facamos a devida
apresentacao do astro principal deste episodio da Historia da Matematica.

René Descartes(1596-1650)

René du Perron Descartes nasceu a 31 de marco de 1596 em La Haye
(atualmente La Haye-Descartes), Franca, uma pequena cidade a 250 km
de Paris. Aos oito anos de idade ingressou em uma escola Jesuita em
La Fleche onde recebeu uma educacao moderna em Matematica e Fisica,
incluindo-se ai recentes descobertas astronomicas realizadas por Galileu.
Posteriormente, graduou-se em Direito pela Universidade de Poitier em
1616, aos vinte anos de idade, mas nunca chegou a exercer a profissao
de advogado preferindo, ao longo de dez anos, viajar pela Europa. Neste
periodo ele teve suas primeiras idéias sobre a ciéncia maravilhosa que veio
a tornar-se a Geometria Analitica.

Descartes mudou-se para a Holanda em 1628, lugar onde viveu du-
rante 20 anos. L&, por volta de 1634, completou um trabalho cientifico
intitulado Le Monde. Em 1637 apareceu a sua obra maior, o Discours de
La Méthode, que continha como apéndices La Dioptrique, Les Meteores
e La Géometrie. Em 1649 foi a Suécia, convidado que fora pela Rainha
Cristina, ambiciosa patrona das artes, que cultivava o sestro de manter
em sua corte prestigiosos intelectuais e homens de ciéncia. No entanto, tal
rainha, no vigor de seus 23 anos de idade, tinha o singularissimo costume
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de receber as licoes do mestre Descartes as bh da manha em uma fria bi-
blioteca cujas janelas eram mantidas abertas. A fragil saide de Descartes
nao resistiu a tal intempérie; alguns meses depois, o consagrado autor da
La Géometrie foi abatido por uma pneumonia que ceifou sua vida a 11 de
fevereiro de 1650.

Descartes e o Método da Subnormal

Como dissemos na introducao, um problema central nos cursos iniciais
de Calculo é o do tracado de tangentes a curvas descritas por equagoes.
No século XVII tais problemas nao eram descritos desta maneira pois as
equagoes de retas nao eram topicos ainda plenamente desenvolvidos. Tal
problema era refraseado da seguinte maneira:

Encontrar a subnormal por um dado ponto de uma curva,
isto é, o comprimento do segmento sobre o eixo x entre a abs-
cissa de um ponto sobre a curva e a interseccao da normal com
0 eixo x

Na figura 2.7 a subnormal mede v — x.

Fig. 2.7

Apresentaremos a seguir o método introduzido por Descartes para en-
contrar a subnormal. Por questoes meramente didaticas consideraremos
o caso especifico da pardbola y? = 2z, muito embora o procedimento seja
valido para outras curvas.

Suponhamos que na figura 2.8 a curva seja a parabola de equacao
y? = 2z e queiramos tragar a reta tangente a ela pelo ponto C' = (¢, o).
Evidentemente tal tangente ficara determinada caso saibamos tracar a
normal a curva no ponto C'.
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Fig. 2.8

Consideremos o circulo com centro P = (v,0) e raio r > 0 que passa
pelo ponto (xg, y) pertencente a pardbola e cuja equagao é dada por

(v—x)+y*=r".
Desde que (zg,yo) pertence a pardbola temos que y5 = 2xy e assim
obtém-se

(v —20)? + 210 = 17,

donde
2o+ 2(1 —v)rg+ 02 —r*=0.

que é uma equacao do 22 grau em xy. Dependendo do valor de r, tal
equacao podera ter uma ou duas solucoes. Observemos que para cada
solucao xg # 0 ha dois valores de y, associados, pois 1y = /27 . Vide
figuras 2.9(a) e 2.9(b).

Fig. 2.9(a) Fig. 2.9(b)

Se o seu discriminante for positivo, a circunferéncia intersecara a para-
bola em quatro pontos, conforme figura 2.9(a). Como estamos interessados
em obter a subnormal, devemos impor a condicao de que o discriminante
seja nulo, isto é, a raiz da equacao sera dupla e a intersecao da circun-
feréncia com a parabola dar-se-a4 em apenas dois pontos. Teremos entao

v—T9=1
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o que nos diz que a subnormal de uma parabola é constante, fato esse
bem conhecido entre os matematicos contemporaneos de Descartes. Para
construir a normal passando por C' = (zg,yy) projetamos tal ponto sobre
o0 eixo ox e deslocamos uma unidade para a direita para obter v = xg + 1.
A reta passando por C' = (z9,%9) € P = (z9 + 1,0) é normal a parabola
por C' e dai podemos facilmente construir a reta tangente.

Como é dito por Rickey”, Descartes orgulhava-se bastante por ter pro-
duzido este resultado, sobre o qual ele diz:

Eu utilizei um método geral para desenhar uma linha reta
fazendo angulos retos com uma curva em um ponto arbitraria-
mente escolhido sobre ela. E ouso dizer que esse nao apenas é o
mais util e mais geral problema em Geometria que eu conhego,
mas também o que eu mais fazia questao de saber®.

Evidentemente o método de Descartes nao é o mais geral, coisa que
ocorreu somente com o advento do Calculo Diferencial (a primeira ma-
nifestacao realmente clara do método diferencial ¢ encontrada em idéias
de Fermat, expostas em 1629”). No entanto, a técnica descrita acima
mostra-se particularmente interessante pela elegancia e criatividade de-
monstrada por Descartes, como também pelo fato de que ela pode ser apre-
sentada no ensino médio, haja vista que ela pressupoe apenas o dominio de
topicos elementares tais como equacoes do 22 grau, Geometria Analitica,
etc. Isso mostra que topicos historicamente relevantes podem, e devem, ser
apresentados desde os niveis mais elementares do ensino da Matematica,
contribuindo para diminuir o marasmo e a mesmice que com muita fre-
quéncia submete o ensino da Matematica a um mero receituario de fér-
mulas, o que incentiva o trabalho puramente mecanico em detrimento
da criatividade, que é (ou deveria ser) o fio condutor da relagao ensino-
aprendizagem.

O Método Axiomatico

Pode-se dizer que a evolucao do pensamento matematico possui duas
fases distintas, a saber:

Na primeira delas temos a descoberta, em que a intuicao desempenha
um papel fundamental, na qual os fenomenos sao, digamos, descobertos.

V. Frederic Rickey, Isaac Newton: Man, Myth and Mathematics, College
Mathematics Journal, 60, Nov. 1987, 362-389.

8René Descartes, The Geometry, Great Books of the Western World, Encyclopaedia
Britannica, INC., 1996.

9 Howard Eves, Introducdo a Histéria da Matematica, Editora da UNICAMP, 32
Edigao, 2002.



Alguns autores costumavam -
e ha alguns que ainda costu-
mam - empregar as iniciais C.
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Admite-se, guiados pela experiéncia, imaginacao, intuicdo, etc., que de-
terminados fatos sao verdadeiros. Isto foi feito, por exemplo, por egipcios,
babilonios, chineses e indianos, assim como ¢é feito no dia-a-dia, nos proces-
sos pedagogicos e cientificos. No entanto, ficariamos apenas no campo da
especulacao, no talvez, se nao pudéssemos comprovar que tais conjecturas
sejam verdadeiras. Ai, devemos passar para a proxima etapa.

Na segunda etapa do pensamento matematico surge a demonstracao,
que ¢ a construcao légica das verdades, vislumbradas pelos processos des-
critos anteriormente. Demonstrar uma proposicao ¢ deduzi-la, aplicando
principios da légica formal, de outras proposicoes ja admitidas.

Em A Experiéncia Matematical” é feita a seguinte colocacao:

Diz-se que a primeira demonstracao na histéria da Matema-
tica foi dada por Tales de Mileto (c. 600 a.C.). Ele demonstrou
que o diametro de um circulo o divide em duas partes iguais.
Ora, isso ¢ uma afirmativa tao simples que parece evidente
por si propria. A genialidade, nesse caso, foi perceber que
uma demonstracao mais do que simples pedantismo é possivel
e necessaria. O que torna uma demonstracao mais do que
simples pedantismo sao suas aplicacoes a situagoes onde as
afirmativas sao muito menos transparentes. Na opiniao de al-
guns, o nome do jogo da Matematica é demonstracao; sem
demonstracao, nada de Matematica.

A demonstracao tem por fim estabelecer uma cadeia entre os pos-
tulados e os teoremas, mediante um céalculo do qual se exclui qualquer
arbitrariedade.

Uma teoria dedutiva consiste, em suma, do seguinte esquema: na
base, um grupo de simbolos primeiros, ligados entre si por um grupo de
proposicoes primeiras; partindo desse corpo de premissas, um mecanismo
légico que extrai as conseqiiéncias chamadas teoremas.

Muito embora Tales seja considerado o primeiro matematico ao qual se
atribui uma demonstracao, coube a Euclides de Alexandria, em seus Ele-
mentos (composto por treze volumes), construir o primeiro sistema légico-
dedutivo aplicado inicialmente na Matematica, e posteriormente usado em
outros ramos da Ciéncia. Os seis primeiros livros de Os Elementos sao so-
bre Geometria plana elementar, os trés seguintes sobre teoria dos nimeros,
o Livro X sobre incomensuraveis e os trés tltimos versam principalmente
sobre geometria no espago. Nao ha introducao ou preambulo, e o primeiro
livro comega abruptamente com uma lista de vinte e trés definigdes. A
deficiéncia, aqui, é que algumas definicoes nao definem, pois nao ha um

10Philip J. Davis e Reuben Hersch, A Experiéncia Matemética, 3¢ Edicdo, Francisco
Alves,1986.
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conjunto prévio de elementos nao-definidos em termos dos quais os outros
sejam definidos. Como exemplo, vejamos algumas destas definigoes:

1. Definicao 1. Um ponto é aquilo que nao tem partes.
2. Definicao 2. Uma reta é um comprimento sem largura.

3. Definicao 5. Uma superficie é aquilo que possui somente compri-
mento e largura.

Assim, as “defini¢oes” acima realmente nao definem, pois uma definicao
deve ser expressa em termos de coisas estabelecidas previamente que sejam
mais bem conhecidas do que as coisas definidas. Outra falha no sistema
de Euclides é a circularidade das defini¢oes. Mais precisamente, vejamos
o que acontece nos exemplos a seguir. A Defini¢ao 3 estabelece:

As extremidades de uma reta sao pontos.
Enquanto que na Definicao 4, Euclides nos diz:

Uma linha reta é uma linha que jaz igualmente com os
pontos sobre ela.

Como se vé, além do aspecto confuso da Definicao 4, temos que para
definir reta ele usa a nogao de ponto, e na Definicao 3 ele usa o conceito
de reta, que nao foi definido previamente.

Em seguida as defini¢oes, Euclides fornece uma lista de cinco postula-
dos (ou axiomas) e cinco nogoes comuns. Vejamos alguns exemplos.

POSTULADOS

Seja postulado o seguinte

1. Tracar uma reta de qualquer ponto a outro ponto.

2. Prolongar uma reta finita continuamente em uma linha reta.
3. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
4. Que todos os angulos retos sao iguais.

5. Que, se uma reta cortando duas retas faz angulos interiores de um
mesmo lado menores que dois angulos retos, as duas retas, se prolon-
gadas indefinidamente, se encontram desse lado em que os angulos
sao menores do que dois angulos retos.

Com relacao a impossibili-
dade de definir certas coisas,
lembremos da cancao “On-
tem ao luar”, de Catulo da
Paixao Cearence (1863-1946),
na qual tem-se o seguinte
verso: “Como definir o que s6
sei sentir?”



Escélio. 1. Comentdrio des-
tinado a tornar inteligivel um
autor cldssico; esclarecimen-
to. 2. Explicacdo ou inter-
pretagao de um texto.
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NOCOES COMUNS

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre
si.

2. Se iguais sao somados a iguais, os totais sao iguais.
3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

4. O todo é maior do que a parte

A partir dai ele possui condi¢oes de demonstrar algumas Proposigoes
ou Teoremas. Citemos alguns exemplos.

Proposicao 1. Livro I. Sobre um dado segmento de reta construir um
triangulo eqiiilatero.

Proposicao 10. Livro I. Dividir um segmento de reta ao meio.

Proposicao 5. Livro III. Se dois circulos se intersectam, eles nao pos-
suem o mesmo centro.

Como se viu acima, muito embora o sistema de Euclides apresentasse
uma revolucao na Matematica, havia falhas naquilo que ele se propos a
fazer e que foram, ao longo dos tempos, corrigidas. Aceita-se, desse modo,
um sistema logico-dedutivo como sendo composto por:

1. Nocgoes nao-definidas ou primitivas.
2. Definicoes.
3. Postulados ou axiomas.

4. Proposigoes ou teoremas.

Deve-se ressaltar que esta estrutura tem sido usada em areas fora da
Matematica, como Fisica e Filosofia. Em Fisica, Newton a usou em seu
Principia Mathematica que comega com uma lista de definigoes.

Definicao I. A quantidade de matéria é a medida desta, oriunda conjun-
tamente de sua densidade e grandeza.

Definicao II. A quantidade de movimento é a medida desta, provinda
conjuntamente da velocidade e da quantidade de matéria.

Definicao V. A forca centripeta é aquela pela qual o corpo é atraido ou
impelido ou sofre tendéncia a algum ponto, como o centro.

Em seguida as definicoes vem um escélio e logo depois alguns axiomas
ou leis do movimento.
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Lei I. Todo corpo permanece em seu estado de repouso ou de movimento
uniforme em linha reta, a menos que seja obrigado a mudar seu estado
por forcas impressas nele.

Lei IT. A mudanca do movimento é proporcional a forca motriz impressa
nele, e se faz segundo a linha reta pela qual se imprime essa forca.

Temos as Proposicoes como:

Proposicao 2. Todo corpo que se move em qualquer linha curva descrita
em um plano, e por um raio que tenha por referéncia um ponto que esteja
imovel ou movendo-se de maneira retilinea e uniforme, descreve sobre
esse ponto areas proporcionais ao tempo e é influenciado por uma forca
centripeta direcionada para esse ponto.

Ja em Filosofia, Baruch Spinoza, em sua FEtica, usa o método axioma-
tico para fazer a sua exposi¢ao. Vejamos, como exemplo, alguns conceitos
por ele abordados.

Definicao II. Diz-se que uma coisa é finita no seu género quando pode
ser limitada por outra coisa da mesma natureza.

Por exemplo: Um corpo diz-se que é finito porque sempre podemos
conceber outro que lhe seja maior.

Definicao III. Por substancia entendo o que existe em si e por si é con-
cebido, isto é, aquilo cujo conceito nao carece de outra coisa do qual deva
ser formado.

Definicao V. Por modo entendo as afeccoes da substancia, isto é, o que
existe noutra coisa pela qual também é concebido.

Definicao VI. Por Deus entendo o ente absolutamente, isto ¢, uma
substancia que consta de infinitos atributos, cada um dos quais exprime
uma esséncia eterna e infinita.

Axioma I. Tudo o que existe, existe em si ou noutra coisa.
Proposicao I. A substancia é por natureza anterior as suas afecgoes.
Demonstracao. E evidente pelas definicoes 2 e 3.

Proposicao XI. Deus, ou, por outras palavras, a substancia que consta
de infinitos atributos, cada um dos quais exprime uma esséncia eterna e
infinita, existe necessariamente.

Demonstragao. Se negas isto, concebe, se te for possivel, que Deus nao
existe e, portanto (Axioma 7), a sua esséncia nao envolve a existéncia.
Ora, isto (Proposi¢ao 7) é absurdo; por conseguinte, Deus existe. O

Vejam que a demonstracao de Spinoza é por contradicao!
Outra demonstragao de Spinoza é

Proposicao XLV. O édio nunca pode ser bom.
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Contradicao

A principio, um teorema é uma sentenga matematica condicional ‘Se
P, entao @)’ ou implicativa ‘P = ()’ cuja validade é garantida por
uma demonstragao. Chamamos P de hipdtese e ) de tese. Dentre os
varios tipos de demonstracao temos a demonstracao por contradicao ou
por reducao ao absurdo que consiste na seguinte equivaléncia

(P = Q) <= ((PA~ Q) = (RA ~ R))

em que ~ R é a negacao de R. Observemos que RA ~ R é um absurdo,
isto é, em Matematica uma afirmacgao e sua negacao nao podem acontecer
simultanemante.



Aula 3

Limite trigonométrico
fundamental e limites infinitos

Objetivos

sen T

e Estudar o limite trigonométrico fundamental hl%
r— x

e Estudar os limites infinitos.

e Estudar os limites no infinito.

Esta aula sera dedicada ao estudo de alguns limites importantes,
chamados limites fundamentais, e limites envolvendo o infinito.

1 Limite trigonométrico fundamental

Analisaremos, inicialmente, o comportamento da funcao
sen x

X

nas proximidades do ponto x = 0, observando que tal ponto nao pertence
ao seu dominio. Caso tentemos substituir o valor x = 0 na expressao
que a define obtemos a indeterminacao %. Assim, para levantarmos a
indeterminacao, ou seja, para avaliarmos precisamente o comportamento
da funcao acima para valores de x proximos de zero, langaremos mao de
conceitos elementares de Geometria e de Trigonometria, os quais sao do
conhecimento do estudante desde os niveis fundamental e médio.

Consideremos a figura 3.1 em que construimos um sistema cartesiano
de eixos ortogonais e o circulo trigonométrico. Nesta figura, o valor de
é a medida, em radianos, do angulo central AOP. Observemos que a area
do triangulo AOPA é menor do que a area do setor circular <OPA que,
por sua vez, é menor que a area do triangulo AOT A.
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Nao sei o que pareco aos olhos
do mundo, mas, para mim,
fui apenas um garoto brin-
cando na praia, entretido em
descobrir de vez em quando
um pedregulho mais liso ou
uma concha mais bonita que
o normal, enquanto o grande
oceano da verdade esten-
dia-se & minha frente total-
mente desconhecido. (Isaac
Newton)

Trigonometria é uma palavra
formada por dois componen-
tes gregos. O primeiro,
trigon, significa triangulo, a
segunda é metron, que sig-
nifica medida. Assim, literal-
mente, Trigonometria signifi-
ca medida de triangulos.

Radiano (rad) é uma unidade
de medida de angulo e cor-
responde, em um circulo, ao
angulo central subentendido
por um arco de comprimento
igual ao raio do circulo.



Na figura ao lado, as medidas
dos segmentos de reta OH
e HP sao respectivamente o
cosseno e o seno do angulo x.
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A
T
P
X : »
0 H /4
Fig.3.1
, ” , OA-PH , o
A drea S; do triangulo AOPA é S; = 5 ,em que H é a projecao
PH PH
ortogonal do ponto P sobre o eixo x. Mas, senz = — = — ¢ assim
OP OA
- OA” - senx
PH = OA-senx, o que implica S; = — A area do setor circular
— OA-TA
SOPA & Sy = g . OA”, a area do triangulo AOTA é Sy = e
7 -
pelo fato de tgx = 51 teremos TA = OA - tgx, o que implica
g — mZ -tgx
3= 5 .

mQ -senx T O_A2 -tgx

Como S; < Sy < 53, teremos — 5 < 5 mQ < —g'

Dividindo cada um dos membros da desigualdade acima por OA° e mul-
tiplicando por dois, teremos,

senr < x < tgw

e admitindo que x seja positivo, obteremos:

1 1 1
senz ~ x  tgx
ou, equivalentemente,
1 1 cosS T
seny ~ z senx

Como dissemos acima, estamos considerando x positivo e como preten-
demos estudar o comportamento da funcao préximo de z = 0, podemos

s -
supor 0 < x < —, o que acarreta senz > 0. Multiplicando cada membro

da desigualdade acima por sen z, teremos:

sen x
<1

coszT <
T

Ora, quando x se aproxima de zero, o valor de cos x se aproxima de 1, pois
cos( = 1.
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Este é um fato que pode ser provado rigorosamente mas, devido
aos objetivos de um curso inicial de Calculo, admiti-lo-emos
como intuitivamente 6bvio.

nx

Assim, o valor de fica limitado entre cosx, que tende a 1, e o valor

x
constante 1. Deste modo, podemos concluir que

sen T

lim =1.
z—0 I

Todo o procedimento acima podera ser desenvolvido, com as devidas
sen x

modificacoes, se os valores de x forem negativos, o que mostrara que

também tenderd a 1 sob estas circunstancias. No primeiro caso (quando
x se aproxima de zero por valores positivos) indica-se o limite por

. osenw
lim =1
z—0t X
e no segundo por
. senx
lim =1
z—0- X

os quais sao chamados, respectivamente, de limite lateral a direita e limite
lateral a esquerda. Ja que eles sao iguais, diremos simplesmente limite e
omitiremos os sinais + e —.

Exemplo 20. A partir do limite fundamental, vamos calcular um outro

limite, a saber

1 —
lim — 2% . (3.1)

x—0 €T

Para isto, procedamos da seguinte maneira. Consideremos a expressao

1 —cosz o )
—— e multipliquemos o seu numerador e o seu denominador por

x
1 + cos z para obtermos

l—cosz (1—cosz)(l4+cosz) 1—cos’z sen’s senw

= = = = -sen
T T T T x

Ora, o ultimo termo da expressao acima ¢ o produto de dois fatores, um
dos quais tende a 1 e o outro tende a zero. Antecipando que o limite do
produto € produto dos limites, teremos que

lim ~— 5 _ g,
x—0 x
Caso o leitor tenha apreendido a esséncia do que foi exposto até agora,
poderé partir para os exemplos que serao listados a seguir. Caso contrario,
deverd repassar o conteudo desta licao para dirimir as duvidas que por-
ventura persistirem.



O termo integral é prove-
niente do Latim integrare,
que significa “produzir o to-
tal”. Como veremos, calcular
uma integral é, grosso modo,
calcular uma &rea a partir
da soma de infinitas parce-
las, cada uma delas represen-
tando a 4rea de uma figura
conhecida.
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2 O problema do comprimento e da area

Nos exemplos relacionados com o tracado de tangentes e com a ve-
locidade instantanea estudamos casos que nos levaram, diretamente, a
definicao de derivada. Abordaremos a seguir um caso de limite que servira
para motivar o conceito de integral. Muito embora esta tltima venha a ser
estudada somente na aula 8, acreditamos que o desenvolvimento a seguir
sera bastante ilustrativo.

Suponhamos que queiramos calcular o comprimento de uma circun-
feréncia de raio R. Considerando que estamos a trabalhar com uma
figura curvilinea e até o momento sabemos apenas fazer medidas de fi-
guras retilineas, faremos uma aproximacao do circulo por poligonos nele
inscritos e que tendam a ele. Mais precisamente, consideremos as figuras
3.2 nas quais estao esbogados circulos de raio R dividido em trés, quatro,

cinco, seis, ... partes iguais.

Fig. 3.2(a) Fig.3.2(b) Fig.3.2(c) Fig.3.2(d)

Admitamos entao que o circulo esteja dividido em n partes por meio
de um poligono regular de n lados. Cada lado desse poligono determina

2m
um angulo central de que mede — e assim cada lado do poligono medira
n

2R sen (Z)
n

L, =2Rnsen (Z>

n

0 que nos leva a

como sendo o perimetro do poligono regular inscrito no circulo. Eviden-
temente, qualquer que seja o valor de n, e por maior que ele seja, o valor
de L, sempre sera menor do que o comprimento da circunferéncia. No
entanto, a medida que o numero de lados n cresce, o poligono tende a
circunferéncia, de modo que, quando n tender ao infinito, o comprimento
L, tenderd ao comprimento da circunferéncia. Observemos que nesse caso
cada lado do poligono tera seu comprimento tendendo a zero.

Notemos que

anszw.

()
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. ™ . .
Considerando que — tende a zero quando n tende ao infinito e usando o

n
limite fundamental estudado anteriormente, obteremos o comprimento L
da circunferéncia como sendo

) ) sen (E)
L= lim L,=27R lim ——2 =27R
n—4o0o n—-4o0o (%)
em virtude do limite fundamental lim SN 1.

x—0 €T
Assim, obtivemos o comprimento do circulo a custa de comprimentos
de poligonos obtidos por meio da Geometria Euclidiana Elementar, junta-
mente com um processo de limite que fez com que o circulo fosse exaurido
por poligonos regulares. Essa é a esséncia do método de integragao que
teve suas bases langadas na Grécia Antiga por Arquimedes.

Um procedimento semelhante pode ser usado para calcular a area do
circulo. Com as notagoes introduzidas para determinar o comprimento
do poligono inscrito no circulo, tem-se que a area do poligono de n lados
inscrito no circulo é dada por

sen (’r

TE) - COS (%) .

Agora, observemos que = — 0 se n — +00, de modo que

S, =nR?-

sen (%)
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Também,

pois = — 0.

Argumentando como no caso do céalculo do comprimento, tem-se que a
area do circulo é obtida fazendo-se o niimero de lados do poligono inscrito
tender para o infinto (n — +00). Desse modo, designando por S a érea
do circulo, teremos

S= lim S,=nR?- lim w - lim cos (f) = 1R

Na aula 2 aprendemos algumas nocoes basicas sobre limites nos quais
os termos envolvidos eram sempre finitos. Veremos, a seguir, situagoes em
que ha tendéncia ao infinito.

3 Limites infinitos e limites no infinito

Comecemos com um exemplo proveniente da Fisica.



Robert Boyle (1627-1691)
foi um fisico e matemaético
irlandés. Ele fez importantes

contribuigbes a Fisica e
a Quimica, sendo mais
conhecido por sua lei

(também chamada Lei de
Mariotte) que descreve o
comportamento de um gas
perfeito, e que apareceu
em um apéndice escrito em
1662 para o seu trabalho
New Ezxperiments Physio-
Mechanicall, Touching the
Spring of the Air and Its
Effects(1660).

Edme Mariotte (1620-1684)
foi um fisico francés que in-
gressou na carreira eclesias-
tica. No entanto, sua fama
é decorrente da lei dos gases
perfeitos, publicada em um
ensaio sobre a natureza do ar,

em 1676.
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Exemplo 21. Sob temperatura constante, o volume de certa massa de gas
¢é funcao da pressao a que estda submetido. Mais precisamente, temos uma
lei, descoberta pelo fisico e filésofo inglés Boyle, em 1662, comprovada e
aperfeicoada pelo fisico francés Mariotte, em 1676, cujo enunciado é:

O volume de uma certa massa gasosa € inversamente pro-
porcional a pressao a que ele esta submetido, isto €, o produto
da pressao pelo volume é constante, quando sua temperatura
permanece constante.

Temos, assim, que a Lei de Boyle-Mariotte pode ser expressa matema-
ticamente por P-V = k em que P é a pressao a que o gas esta submetido,
V é o seu volume e k é a constante de proporcionalidade, desde que a
temperatura seja mantida constante.

Essa lei pode ser mais bem apreciada se a visualizarmos em um grafico
cartesiano em que no eixo horizontal marcam-se os valores de P e no eixo
vertical indicam-se os valores correspondentes de V', conforme figura 3.3.

Para isso, escreve-se a expressao acima na forma V = 2

Fig. 3.3

na qual, evidentemente, os valores de P (e conseguintemente os de V)
sao sempre positivos, haja vista que ele representa os valores da pressao
exercida sobre o gds. Assim, V é funcao de P e com relacao a ela temos
duas questoes a serem esclarecidas:

1. O que se pode dizer sobre o comportamento de V' quando P se
aprorima de zero?

2. O que acontece com V quando P se torna muito grande? O que (no

linguajar matematico) é traduzido como P tende ao infinito.

No tocante a primeira pergunta, temos que quando P diminui, ten-
dendo a zero, escrevemos P — 0 para indicar que a aproximacao ¢ feita
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por valores positivos, ou seja, pela direita, o valor de V' se torna tao grande
quanto se queira. Se, por exemplo, o valor de k for igual a um, teremos a
seguinte tabela para os valores de V' correspondentes aos de P.

P v
1 1
0,1 10
0,01 102
0,001 10°
0,0001 107

0,00001 107
0,000001 | 10°
0,0000001 | 107
0,00000001 | 108

Portanto, a medida que P — 0T, os valores de V' tendem ao infinito e

escreve-se: 1
lim V = lim — = +o0.
P—0+ P—0+ P

_y . o 1

Devemos observar que 400 nao é um numero; ele indica que o valor de —
torna-se arbitrariamente grande sempre que P tender a zero.

No que se refere ao segundo questionamento, nota-se que ele é a antitese

do primeiro. De fato, supondo ainda k£ = 1, podemos construir a seguinte
tabela

PV |
1 |1

10 |01

102 ] 0,01

103 | 0,001

107 ] 0,0001

10° | 0,00001
10% | 0,000001
107 | 0,0000001
10% | 0,00000001

Destarte, quando P — 400, teremos que V' — 0, e escreve-se

1
lim — =0.
P—1>I}—loop

Nos casos acima, diz-se que os eixos x e y sao assintotas do gréafico de
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Vejamos um outro exemplo em que podemos visualizar os conceitos
introduzidos acima.

Exemplo 22. Consideremos uma lente delgada, convergente, de distancia
focal f (nas lentes convergentes, f > 0). Seja e o eixo principal desta lente.
Vide figura 3.4.

lente delgada convergente
A
luz incidente / luz emergente
rp ¢ p 0 r’ P’
\4
Fig. 3.4

Consideremos um objeto P situado em e, e seja P’ a sua imagem
através da lente. As abscissas p de P e p’ de P, tomadas em relacdao ao
centro optico O da lente, sao relacionadas por meio da Lei de Gauss:

1+ 1
p v f
donde se segue que
P
p—1f
Dai
’—ﬁ
V=17
p

é uma funcao cujo comportamento em muito se assemelha a do exemplo
anterior. No presente caso existe uma diferenca, pois o valor da variavel
p nao pode assumir apenas o valor igual a f, o qual é positivo. Por isso
podemos fazer p tender a f tanto por valores que lhe sejam menores como
também por aqueles que lhe sao maiores. Portanto, faz sentido falar em
limite lateral a esquerda ou a direita de f, assim como se pode fazer p
tender a —oo. O leitor deve analisar o grafico na figura 3.5, que fornece
uma descricao do comportamento de p’ como funcao de p. Temos entao
os seguintes limites:



Célculo - aula 3 75

UFPA

Neste caso o eixo horizontal p’ = 0 é uma assintota horizontal, ao passo

que a reta p = f é uma assintota vertical®.

De maneira geral, usa-se a notacao

lim f(z) = —o0

T—a
para indicar que, quando x se aproxima de a, o valor de f(x) torna-se
menor do que qualquer valor negativo dado.

Analogamente,
lim f(z) = +o0

para designar o fato de que, quando x se aproxima de a, o valor de f(x)

torna-se maior do que qualquer valor positivo dado.
Estas observagoes podem ser estendidas para limites laterais, de maneira

6bvia.
IF. Trotta, L. M. P. Imenes e J. Jakuboric, Matematica Aplicada, Vol. 3, Editora

Moderna LTDA (1980).
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De maneira similar, a notacao

lim f(x)=A
r—+00
é usada para designar que f(x) se aproxima de A quando x — +oo. O
leitor estd convidado a dar uma interpretagao para lim f(x) = A
r——00

Devemos deixar claro que todos os conceitos envolvendo limites, que
até agora foram introduzidos de maneira bastante intuitiva, haja vista os
objetivos imediatos do curso, podem ser abordados de maneira rigorosa,
conforme é feito no Apéndice desta aula. Um estudo sistematico de limites
serd realizado nas aulas dedicadas a Analise Real.

Os exemplos e exercicios resolvidos, descritos a seguir, servirao para o
leitor fixar mais firmemente as nogoes de limite. Procuraremos abordar
as diversas situacoes relacionadas com o processo de limites no infinito e
limites infinitos.

4 Exercicios resolvidos

1

1. Calcule lim ——.

z—3 (I — 3)2

Solucao. Quando z — 3, tanto pela direita quanto pela esquerda, o

valor (z — 3)? permanece positivo e se aproxima de zero. Portanto,

W torna-se maior que qualquer valor positivo dado e, assim,
’I —

1

g T

. _ 1
2. Determine, se possivel, lim .
z—1lgp —1

Solucao. Observemos inicialmente que, ao contrario do que aconte-
ceu no caso anterior, o denominador x — 1 podera ser positivo ou
negativo conforme x se aproxime de 1 pela direita ou pela esquerda.
Se x se aproximar de 1 pela direita, teremos que = — 1 se aproxima

o : 1 o
de zero por valores positivos e assim torna-se infinitamente
grande. Designa-se tal fato por
lim =+00.
z—1t T —

Caso contrario, ou seja, se x se aproxima de 1 pela esquerda, o valor
x — 1 se aproxima de zero por valores negativos, de modo que a

fragao torna-se menor do que qualquer valor negativo pré-
x —

fixado. Traduz-se este fendmeno escrevendo-se
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I 1
im = —00.
z—1-x — 1

3. Calcule lim (22° — 32* + 72® 4 822 — 152 + 3).

T—+00

Solucao. Observemos que
3 7 8 15 3
20° =32t + T3 + 822 — 150 +3=2° (2 ——+ =+ — ——+— |
x  x? a3 xt o ad

3 7 8 15 3
Mas —, — © — tendem a zero quando x — 400 e dai
o

r ox2 g3

‘ 5 3 n 7 8 15 n 3

eremos que —_— == - = 4 =
d x  x?2  x3  xt 2P

como z° tende a 400 quando x — 400 concluimos que

) se aproxima de 2. Ora,

lim (22° — 32* + 72% + 82% — 152 + 3) = +o0.

T—+00
O que acontece quando r — —OO?

3x+5
4. Calcule llm ————.
B e o+ 1

Solugao. Observemos que numerador e denominador tendem a +oo,

. . o . +oo
de modo que teriamos uma indeterminacao do tipo T
00

Como levantar tal indeterminacao? Dividamos numerador e de-
nominador por 22, a mais alta poténcia do denominador de modo a

obtermos
3 5)
§+i lim (—) + lim (—2)
. 2 r—+00 \ T r——+o00 \ T
lim 5 = 7 0
l——+— lim 1— lim <—>+lim (—)
X X T—+00 r—4o00 \ I T—+00 .132
B 0+0
- 1-0+40
0
1
=0
2¢3 —dx + 5

5. Calcule xETOO 55 15

Solugao. Inicialmente observemos que numerador e denominador
tendem para +oo. Dividamos por 2® o numerador e o denominador
dessa expressao. Assim
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5 4 n 5
203 —4xr +5 ) x2? x3

S PR I 5
g 3+ (—)

. 42° — 1
6. Calcule x1—1>I—|I—1c>o 5 LT

Solucao. Tanto o numerador como o denominador tendem para +oo,
logo temos uma indeterminacao. Vamos levantar a indeterminacao
como segue

1
475 — 1 (4= )
im = lim ——&—
x—+oo0 33 + 7 z—+4oo o 3 7
3 ( ;)
1
1-—
= hgl z? 337
3+ s
1
==
Como, quando z — +oo, 22 tende para +oo e ‘7% tende para
3+ poc

4 _ 4o° — 1
3 temos que lim = +400.

oot T34+ T7

7. Calcule lim
r—2 L —

Solugao. Quando z tende a 2 pela direita (z — 21), x—2 se aproxima

tende a +o0o. Contudo, quando

de zero e é positivo; portanto,

x tende a 2 pela esquerda (z — 27), z — 2 tende a zero por valores

negativos e assim tende a —oo. Nesse caso dizemos que o

€xr —

nao existe.

limite lim
r—2 1 —
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5 Exercicios propostos

1. Calcule os limites.

(a) lim(2? — 4x)

r—2

(b) lim (2° + 22% — 3z — 4)

rz——1
(x +h)3 —2?

<C> }ILHO ]’L
z—1

d) lim

(d) e=1 /22 +3 -2
-2

(e) lim ’

2. Calcule os limites.

3zt — 2?2 —7)

—~

(a) lim

r——00

(b) lim

z—+too 22 —Tx + 3
li B
<C> xj»IEOO Tx3 +5
=1
im
z—+oo 313 + 7

dr — 1
(€) lim —o
z—+00 \/7% + 2

W

(d)

f) lim
) lim A

(g) lim

z—+00 /3 4+ §
3x° + 2
h) lim ——
( ) z——00 v/ x4 — 9
2 +5
im
z—+too 312 — 2
20+ 3
S
() im s
202 + 1

(i)

79
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6 Respostas dos exercicios propostos

—_
—
5
|

IS

P
o o T
S NWw O
=
Do

o) —
o ©

o
~— T Y~ N~ N ~— — ~— ~—

g

=

/a/-\
= oelw ©
8

@D

—
5 e = @
SR
e

- =
= D

Nesta aula vocé aprendeu:

. . senz . 1—cosx
e a calcular os limites lim e lim ———;
z—0 I z—0 x

e a calcular limites infinitos e limites no infinito.
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7 Apéndice

Limites via € e

As nocgoes sobre limites, introduzidas previamente de maneira bastante
intuitiva, podem ser formalizadas da seguinte maneira, em que supomos
as funcoes sempre definidas em intervalos, a fim de evitar adentrar em
conceitos como o de ponto de acumulacao.

Seja f : I — R uma fungao definida em um certo intervalo I da reta
real R. Diz-se que lim f(z) = [, em que a pertence ao intervalo I ou é
r—a

uma de suas extremidades, se, dado um nimero positivo €, normalmente
considerado bem pequeno, existir um nimero positivo § (que em geral
depende de a e de ¢€), tal que |f(z) — | < € sempre que 0 < |z — a| < 4.
Escolhido €, encontra-se um ¢ tal que sempre que x # a, © € [ estd
no intervalo (a — d,a + 0), entdo f(x) estd no intervalo (f(a) — ¢, f(a) +
€). Observemos que o ponto a nao precisa pertencer ao dominio I de f.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 23. Mostremos, usando € e d, que

lin%(éla: —5)=3.

Para isso, tomemos ¢ um ntmero positivo arbitrario. Devemos encon-
trar um 0 > 0 tal que, |(4x — 5) — 3| < € sempre que 0 < |z — 2| < 4.
Inicialmente notemos que |[(4z — 5) — 3| = |4z — 8| = 4|z — 2|. Tomando

§ = < e se tivermos 0 < |z — 2| < J, obteremos
|(dz —5) — 3| =4|lz —2| <4d =€

0 que mostra que lir%(élx —5)=3.

Observemos que quando x — a esta aproximagao pode ser feita tanto
pela direita como pela esquerda, ou seja, tanto por valores maiores do
que a como por valores menores do que a. Para que o limite exista, o
valor do qual f(x) se aproxima deve ser independente destas aproximagoes
laterais, ressalvando o caso em que a é um extremo do intervalo I, situacao
essa em que existe apenas uma possibilidade de aproximacao por valores
pertencentes a I. Estudemos o exemplo abaixo.

Exemplo 24. A fungao f(z) = v/9 — 22 possui o intervalo —3 < z < 3
como seu dominio. Se a for qualquer nimero no intervalo (—3,3), entao

lim v9 — 2?2 existe e é igual a v/9 — a?. Considere agora a = 3. Tomemos

r—a

x se aproximando de 3 pela esquerda; entao lim v9 — 22 = 0. Para
T—3~

x > 3, V9 — 22 nao esta definida. Portanto,

lim v9 — 2?2 = lirré\/9—x2 =0

r—3~
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Analogamente,

lim v9 — 22 =1limv9 — 22 =0.

z——31 z—3

No caso em que tivermos limite infinito, ou seja,

lim f(z) = 400

r—a
temos a seguinte definicdo em termos rigorosos.

Diz-se que
lim f(z) = +o0

r—a

se, e somente se, dado qualquer niimero positivo M, existe § > 0 tal que,
f(z) > M sempre que 0 < |z — a] < J. Analogamente, define-se

lim f(z) = —o0.

Exemplo 25. Usemos € e § para mostrar que lirr%(ac2 + 3x) = 10.

Seja e > 0. Observemos que (z—2)? = 22 —4x+4, e assim 22+3r—10 =
(x =22+ Tr —14 = (z —2)2 + 7(x — 2). Logo |(2? + 3z) — 10| =
|(z —2)* + 7(x — 2)] < |z —2]*+ 7|z — 2|. Tomando ¢ como sendo o
minimo entre 1 e —, entdo ¢*> < §. Portanto, 0 < |r — 2| < ¢ implica
(2% +32) — 10| < 6+ 70 <5+ 76 = 85 < € e assim
lim (2* + 3z) = 10.

r—2

Exemplo 26. Mostremos que se lim f(zx) = B # 0, existe um ndmero

B
positivo § tal que 0 < |z — a| < § implica que |f(z)| > %
B
Seja € = % Obtemos um ntmero 6 > 0 tal que 0 < |z —a|] < ¢
B
implica |f(z) — B| < % Agora, se 0 < |x — a|] < J teremos
|B|
1Bl =1f(2) + (B = flo)l = [f (@) +|B = f2)] <[f(@)] + =~
e, portanto,
| B
- <@

Deixemos a cargo do leitor as seguintes tarefas.

1. Para f(z) = bz —6, encontre 6 > 0 tal que, sempre que 0 < |z —4| <
1
J, entao |f(x) — 14| < ¢, quando € = 5 e quando € = 0, 001.
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2. Use € e § para mostrar que
(a) lirr:13 br =15

(b) lim2* =4

r—2

(c) lim(2* — 32 +5) =3

r—2

Leibniz

Como ja tivemos ocasiao de citar, o Calculo Diferencial e Integral tem
como personagens principais Newton e Leibniz. Sobre Newton ja tivemos
a oportunidade de falar. Facamos algumas observagoes sobre Leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foi um matematico alemao nas-
cido em Leipzig. Aos quinze anos entrou para a Universidade de Leipzig
para estudar Direito tendo obtido o seu doutorado aos vinte anos de idade.
Apoés a conclusao do seu doutorado em Direito, Leibniz viajou por vérios
paises - Franca, Inglaterra, Holanda, etc - tendo contato com um mundo
que fervilhava de idéias em todos os campos do conhecimento. Leibniz
relacionou-se com varios dos seus contemporaneos que se mantinham na
linha de frente das revolucoes que se processavam, em particular, em
Matematica e Fisica. Manteve intercambio com Huygens e correspondia-se
com Newton.

Ao chegar a Paris, em 1672, seus conhecimentos matematicos eram
apenas rudimentares, incluindo-se ai partes da obra de Euclides mas, sob
a orientacao de Huygens, iniciou-se em Matemética de nivel superior que
o levou a criacao do Célculo Diferencial e Integral.

Na verdade, Leibniz foi o primeiro a publicar um trabalho em Calculo
Diferencial de maneira inteligivel e com notagoes até hoje usadas, coisa
que o coloca mais proximo de nés do que Newton. Tal trabalho apareceu
no jornal Acta Eruditorum em um artigo intitulado Um Novo Método para
Mdzimos e Minimos asstm como para Tangentes, e que nao é restrito para
quantidades fracionais ou irracionais, e um notdvel tipo de Cdlculo para
1sso. Leibniz publicou uma exposicao concisa do seu Calculo Diferencial
que ele diz ser datada de 1676. Apesar de alguns pontos obscuros e al-
guns descuidos, tal trabalho se mostrou um marco no desenvolvimento do
Calculo que estava a nascer. Varias das notagoes e regras para calculo de
derivadas, que até hoje sao usadas, estavam contidas nesse artigo. Ape-
nas para dar uma ligeira noc¢ao do conteiido desse trabalho de Leibniz,
vejamos alguns exemplos de regras de derivacao deduzidas por ele, e que
serao estudadas na aula 5:

Acta Eruditorum foi um jor-
nal fundado em 1682 por
Leibniz e Otto Mencke, do
qual Leibniz foi editor-chefe.
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. Se a for uma constante, entao da = 0.
. d(ax) = adz.
Cdw—y+z)=dw—dy + dz.

. d(z") = nz"'dr em que n é um nimero natural.

1 ndx
. d <ﬁ) == —xn+1 .

Cd(Vx) = %Vb xbdx .

. d(uv) = udv + vdu.

' d<%):vdu—udv.

V2

UFPA



Aula 4

Funcoes continuas

Objetivos
e Estudar o conceito de funcoes continuas.

e Estudar maximos e minimos de fungoes continuas.

Nas aulas anteriores tivemos a oportunidade de deparar funcoes
cujos comportamentos eram os mais diversos possiveis. Em alguns casos
os graficos podiam ser tragados sem que a caneta fosse tirada do papel,
ou seja, o desenho era feito de maneira continua. Em outras situacgoes o
tracado do gréafico tinha de ser feito de modo que a caneta, em um ou
mais pontos, tinha que ser momentaneamente erguida do papel a fim de
que o tracado pudesse continuar. Em alguns exemplos, o comportamento
tornava-se mais grave, de tal maneira que o salto da caneta tinha de
ser ilimitado. Na presente aula introduziremos um pouco de rigor nessas
afirmacoes.

1 Funcoes continuas: definicao e exemplos

A nao-existéncia de saltos nos tracados dos gréaficos de certas funcoes é
traduzida na linguagem dos matemaéticos como continuidade, sendo este
fato expresso da seguinte maneira:

Definigao 1. Uma funcao f(z) é continua em um ponto z = a se:

1. f(a) é definida, ou seja, pode-se calcular o valor de f no ponto x = a;

2. lim f(z) existe;

r—a

3. lim f(z) = f(a).

r—a

85
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Vejamos o que estas condicoes significam.

e Condigao (1) significa que o ponto que estd sendo considerado per-
tence ao dominio da funcao. Se, por exemplo, considerarmos a
funcao f(z) = /r nao se pode falar em continuidade, por exem-
plo, no ponto x = —4.

e Condigao (2) implica que os limites laterais, caso os dois possam ser
calculados, existem e sao iguais.

e Condigao (3) nos diz que se aproximarmos x de a o valor de f(x) se
aproximara de f(a).

Devemos enfatizar que em todos os exemplos considerados
neste texto as fungoes sempre tém como dominio um intervalo
ou uma uniao de intervalos.

Vejamos alguns exemplos nos quais uma ou mais das condigoes acima
podem falhar.
Exemplo 27. Consideremos a fungao f : R — R dada por

0, se =<0,

f(x):{ 1, se = >0.

O leitor pode verificar facilmente que as condigoes que definem a con-
tinuidade sao inteiramente satisfeitas em todos os pontos x # 0. No
entanto os limites laterais em zero existem mas sao distintos, o que viola
a condigao (2). De fato,

lim f(z) =04 lim f(x) = 1= f(0)

rz—0~

Veja a figura 4.1 na qual é esbocado o grafico desta funcao.

Fig. 4.1
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Exemplo 28. Consideremos a funcao f : R — R dada por

1l—2, se <1,
flz)=¢ z—1, se x>1,
1, se x=1.

Claramente, a funcao f é continua em todos os pontos z # 1. No
entanto,

lim f(x) = 0#1= (1),

ou seja, muito embora o limite no ponto z = 1 exista, ele é diferente
do valor da fungao neste ponto e assim a condi¢do (3) nao é satisfeita.
Observemos a figura 4.2, em que esta representado o grafico desta funcao.

Fig.4.2

Outros exemplos serao discutidos ao final da licao. As fungoes usuais,
que o leitor conhece desde os tempos do ensino fundamental e do médio,
tais como fung¢oes polinomiais, sen, cos, In, exp, etc. sao todas continuas,
além de combinacoes bem comportadas destas fungoes. Devemos, porém,
tomar cuidados quando considerarmos o quociente de fungoes, pois quando
o denominador se anula poderemos ter problemas com a existéncia do
limite assim como com a continuidade. No caso em que tivermos uma
funcao de forma

q(x)
em que p(z) e g(z) sdo polindmios, diz-se que f é uma funcao racional e
nao estard definida nos pontos que sao raizes de ¢(x). O mesmo ocorre
com fungoes trigonométricas cujas definicoes envolvam quocientes. Eo
que ocorre com tg, sec, cotg, cossec, etc.

flx) = p(x)

Observacao 2. De acordo com a definicao 1, falar em continuidade so-
mente faz sentido em pontos que pertencam ao dominio da funcao. Con-
tudo, existem casos em que, consagrados pelo uso na literatura matemati-
ca, pode-se falar em descontinuidade mesmo em pontos que nao pertencam
ao dominio da funcao considerada. Isso é o que acontece, por exemplo,

com as funcgoes
x| 1
— e —.
x x
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No primeiro caso, diz-se que a func¢ao possui uma descontinuidade de salto
e no segundo, a funcao explode em x = 0 e dizemos também que tal funcao
¢ descontinua neste ponto. Veja as figuras 4.3(a) e (b).

Fig. 4.3(a) Fig. 4.3(b)

Exemplo 29. Consideremos a fungao

(0, se < —1,
z+1, se —1<z<0,
22, se O<a<l1
) = { ’ ’
/(@) 1, se =1,
L 1<
se x
\ 2 -1’

cujo grafico esta representado na figura 4.4. Essa funcao é definida em
todos os pontos de R, exceto em z = 2, em virtude da presenca do termo
1 1

5—- As funcoes usadas na definigao de f, 0,2 + L,z e 5 sao todas

continuas nos pontos em que estao definidas. A vista disso, devemos estu-
dar a continuidade de f(z) somente naqueles pontos em que hd mudangas
na expressao de tal funcao, ou seja, em z = —1,0 ¢ 1.

Fig. 4.4

Em z = —1,

lim f(z)= lim 0=0

rz——1" r——1"
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lim f(z)= lim (z4+1)=-1+1=0

Jim f() = lm (o4 1) = -1+

Dessa forma, os limites laterais sao iguais, o que acarreta a existéncia
do limite em x = 1. Além disso, o valor da funcao em x = —1 é zero
implicando que

lim f(z) = 0= f(-1)

r——1
o que nos mostra que a fungao f(x) satisfaz as trés condigoes exigidas para
a continuidade no ponto x = —1.
Em z =0,
lim f(z)= lim (x +1) =1
z—0~ z—0~

Verifica-se, entao, que ambos os limites laterais existem mas sao distintos.
Segue-se que o limite em x = 0 nao existe, o que nos leva a concluir que
a funcao nao é continua neste ponto.

Vejamos o comportamento de f(z) em « = 1. Observemos que

lim f(z) = lim 2* =1

r—1- z—1-
‘ 1
li = li =1.
Ap 0= e

Decorre entao que os limites laterais existem e sao iguais. Logo lirq f(z)

r—
existe e é igual a 1. Além disso, f(1) = 1. Assim, a fungao f(z) é continua
em todos os pontos de R, exceto em z =0 e x = 2.

Exemplo 30. Analisemos a continuidade da fungao

e =2

fla) =22

Observemos que hd um problema em x = 2, ou seja, a fungao nao é ai
definida. Além disso, ela pode ser reescrita na forma

-2
z 5 se r—2>0
lz—2] B
r—2
—(x—2
@—2) se v—2<0
x_

a qual, simplificada mais uma vez, fornecera

lz—2| 1 se z—2>0
r—2 |1 -1 se z—2<0
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Conseqiientemente tal fungao serd continua em todos os pontos de R—{2}
e terd uma descontinuidade em x = 2, onde ela d4 um salto, ou seja,

-2
tim 2220
z—2- L — 2
enquanto
-2
im 2224

z—2+ T — 2
o que nos diz que o salto em x = 2 é de duas unidades. Veja a figura 4.5.

Fig. 4.5

Observacao 3. As funcoes continuas podem ser operadas algebricamente
e tais operagoes sao governadas pelas seguintes regras:

Se as fungoes f(x) e g(x) sdo ambas continuas em um ponto zy de seu

dominios, entao a soma f(x) + g(z), a diferenca f(z) — g(z), o produto

f(x)g(x) e o quociente %, desde que g(x) # 0 no caso do quociente, sao

funcoes continuas em xg.
Exemplo 31. Todo polindmio
P(z) =ao+ a1z + ...+ a,z"
é continuo, pois cada uma das funcées ara”®, k = 1,...,n é continua.
Exemplo 32. Toda fungao racional

P(z) ao+ax+... +apa”

R p— p—
(z) Q(z)  by+bx+...+ba"

é continua nos pontos em que a fungao Q(x) seja diferente de zero.

Um problema central no Calculo Diferencial e Integral é o do estudo de
maximos e minimos de fungoes continuas definidas em intervalos, o qual,
combinado com a nocao de derivada, constitui um capitulo marcante da
Matemaética. Vejamos um dos teoremas mais importante do Calculo cuja
demonstragao foge ao escopo de um curso inicial de Célculo, mas sera feita
com detalhes em aulas referentes a Anélise.
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Teorema 1. Se [ for uma funcdo continua em um intervalo fechado I =
la,b], entdo a imagem de f é um intervalo.

Esse teorema afirma que o conjunto de valores atingidos por f(x)
quando x varia em todo o I é também um intervalo.

No caso em que f é constante o intervalo imagem de f se reduz a um
ponto. Se o intervalo I for aberto a sua imagem por meio de uma fungao
continua pode ser qualquer outro tipo de intervalo, conforme mostram os
exemplos a seguir.

Exemplo 33. Consideremos a funcao f(z) = cosx definida no intervalo

(—Z,28). A imagem por f deste intervalo ¢ o intervalo fechado [—1,1].

Considerando agora a restricao de cos ao intervalo aberto (0, 7), sua
imagem é o intervalo aberto (—1,1).

Tomando ainda uma restrigao de cos ao intervalo (-7, 7), temos que
sua imagem ¢ o intervalo semi-aberto (0, 1].

Exemplo 34. Consideremos o polinomio cubico

p(r) =2 — x.

Ao tomarmos x restrito ao intervalo aberto (—1,1) verifica-se que a ima-
gem de tal intervalo pelo polinomio p é o intervalo fechado [—%g, %g]
Se considerarmos o intervalo fechado [—1, 1], a sua imagem por p também

¢ o intervalo fechado [—%g, %g] Confira estas afirmacoes e teste outros
intervalos.

Veja as figuras abaixo nas quais sao dadas visualizagoes geométricas
de varias situacoes que podem ocorrer.

i
o~

R B

.

~

Fig. 4.6(a) Fig. 4.6(b) Fig. 4.6(c)
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2 Maximos e minimos

Seja f uma funcao definida em um intervalo I, e suponhamos que
exista um ponto p € I tal que f(z) < f(p), para todo x € I. Entao
f(p) é chamado mdzimo de f em I, e dizemos que f atinge mdzimo no
ponto p. Analogamente, suponhamos que exista um ponto ¢ € I tal que
f(z) > f(q) para todo x € I. Entao f(q) é chamado minimo de f em I
e diz-se que f atinge minimo no ponto q. Observemos que f pode atingir
maximo ou minimo em varios pontos de I. Veja as figuras abaixo, nas
quais varias situagoes sao ilustradas.

v

Fig. 4.7(a) Fig. 4.7(b) Fig. 4.7(c)

A palavra extremo refere-se tanto a maximo como a minimo e o termo
valor extremo refere-se tanto ao valor maximo como ao valor minimo.

Exemplo 35. Consideremos [ = [—1,1] e a fungao f(z) = z* definida
nele. Neste caso o valor maximo de f em [ é igual a 1, sendo que ele é
atingido nos pontos x* = —1 e x = —1. Por outro lado, o seu valor minimo
é igual a 0 e é atingido em z = 0.

No mesmo intervalo, a funcao g(x) = x3 possui mdximo igual a 1,
atingido em x = 1 e valor minimo igual a —1, atingido em = = —1.

A fungao constante h(x) = k possui maximo e minimo igual a k atingi-
dos em todos os pontos de seu dominio.

Ja a funcdo I(z) = x, definida no intervalo aberto (0,1), nao atinge
nem maximo nem minimo.

Nos exercicios, outros exemplos serao desenvolvidos.

Temos o seguinte teorema, cuja demonstracao seréa omitida em virtude
dos objetivos do curso.

Teorema 2. Se f for uma funcdo continua em um intervalo fechado I =
la,b], entao I contém pontos p e q tais que

flg) < f(x) < f(p), para todo x € I.
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Em outras palavras, esse teorema afirma que f atinge maximo e minimo
em [, nos pontos p e g, respectivamente.

Suponhamos que f seja como no teorema 2. Sejam M o méaximo de f
em [ e m o minimo de f em /. O teorema acima nos diz que o grafico de
f atinge o seu valor mais alto no ponto P = (p, M) e o ponto mais baixo
no ponto ) = (¢, m). Veja a figura 4.8.

P

Fig.4.8

Um dos teoremas mais importantes no estudo de fungoes continuas é o
chamado Teorema do Valor Intermediario de Lagrange, enunciado abaixo:

Teorema 3. Se f for uma funcao continua definida em um intervalo I,
que nao necessita ser fechado, e se f assume diferentes valores f(a) e
f(B) em dois pontos o e 3 de I, entao [ atinge todos os wvalores entre
f(a) e f(B), correspondentes a pontos entre « e [3.

Mais precisamente, suponhamos que f(a) < f(5). Se f(a) <y <
f(B), ent@o o teorema anterior afirma que existird x € I tal que f(x) = y.
Conclusao andloga seréd verdadeira se f(a) > f(3).

Tal teorema em geral é enunciado em uma forma um pouco diferente,
mas equivalente, daquela exposta no Teorema 3, conforme podemos ver a
seguir.

Teorema 4. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua tal que f(a) <0 <
f(b) ou f(a) >0 > f(b). Entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Aplicagao 1. Como uma aplicagdo simples, mas importante, do Teo-
rema do Valor Intermediario vejamos a questao da existéncia de raizes de
polinomios de grau impar. Consideremos o polinémio de grau impar

2n+1 2
p(1) = agn 12" + a2, + -+ a1 + ag

em que ag,q1 7 0. Consideremos o caso em que ag,1 > 0. Se ag,11 < 0,
o procedimento serd analogo. Reescrevamos o polinomio p(z), para z # 0,

da seguinte maneira
2" x 1

2n—+1 It .
A2n+1 + A2n 22t T ta p2n+l +ao 22t

p(z) ==

Joseph Louis Lagrange (1736-
1813) nasceu em Turim, Ita-
lia. Matemdtico da mais al-
ta estirpe, a ponto de Napo-
ledo Bonaparte té-lo cunha-
do com a frase: Lagrange é
a piramide mais alta das ci-
éncias matemdticas. Traba-
lThou em Anélise, Teoria dos
Numeros, Algebra, Mecéni-
ca Analitica etc., tendo pu-
blicado obras primas da Ma-
tematica tais como Theorie
des Fonctions Analytiques
Contenant les Principes du
Calcul Différentiel, Traité
de Résolution des Equations
Numériques de Tous Degrés e
Mdcanique Analytique. Veja
apéndice ao final desta aula
em que se vé mais detalhes so-
bre a vida de Lagrange. Foi
um dos matemadticos da Re-
volugdo Francesa e um dos
membros de uma comissao
formada pela Académie de
Sciences para a reforma do
sistema de pesos e medidas.



Carl Friedrich Gauss(1777-
1855) foi um dos mais geni-
ais matematicos que a histo-
ria ja registrou. Seus traba-
lhos sdo fundamentais em to-
das as areas da Matematica.
Suas contribuigoes se esprai-
aram pela Anélise, Algebra,
Geometria Diferencial, Teoria
dos Numeros, etc. Dedicare-
mos parte do apéndice a ele,
ao final desta Aula.
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donde
1 1 1
_ _2n+1
p(x) = (a2”+1+a2";+”'+a1ﬁ+aow :
. 1 1 1
Suponhamos que z — +oo. Assim, os termos Q2o 150, 05y

2n+1

tenderao a zero. Como z — 400 teremos lim p(x) = +o00. Racioci-
T—+00

nando de maneira andloga, e como z>"*! — —oo quando x — —o0, tere-

mos que lim p(z) = —oo. Conseqiientemente, existem a < b tais que
r——00

fla) <0< f(b).
Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Observagao 4. A aplicagao precedente é apenas um caso particular de um
teorema bastante geral chamado Teorema Fundamental da Algebra, cujo
enunciado é o seguinte e cuja primeira demonstracao é devida a Gauss:

Teorema 5. Todo polinomio de grau n possuin raizes reais ou complezras.

Tornemos mais preciso o que afirma o Teorema Fundamental da Algebra.
Consideremos o polinomio

p(2) = ap2" + ap_12" 7+ arz+ag

em que os coeficientes a;,7 = 1,2,...,n sao numeros complexos com
a, # 0 e a variavel z também é complexa. Relembremos que um nimero
complexo é uma expressao da forma z = a + ib em que a,b € Re i é
a unidade imaginéria definida por i> = —1 ou i = v/—1. O ntimero a é
chamado parte real de z, designado por a = Re z, e b é chamado parte
imaginaria de z, designada por b = Im z. Veja Apéndice sobre niimeros
complexos. Sejam 21, zs, ..., 2, as raizes do polinomio p cujas existéncias
sao garantidas pelo Teorema Fundamental da Algebm. Temos, entao, uma
decomposicao de p dada por

p(z) =an(z —21)(z — 22) -+ (2 — 2)

em que algumas das raizes podem ser repetidas. Deve-se ressaltar que a
demonstracao deste importante teorema ¢ usualmente vista em cursos de
Varidveis Complexas e uma demonstracao dele pode ser encontrada em
Knop*. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 36.

(a) O polinoémio p(z) = x? — 5z + 6 possui duas raizes reais e distintas
dadas por 2 e 3 sendo decomposto na forma p(x) = (z — 2)(z — 3).

! Konrad Knop, Theory of Functions, Part I, Elements of the General Theory of
Analytic Functions, Dover Publications.
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(b) O polinémio p(z) = z* — 2z + 1 possui duas raizes reais e iguais a 1
e sua decomposigao ¢ p(x) = (x — 1)(z — 1) = (z — 1)

(c) O polinomio p(z) = 2% + 1 nao possui raizes reais, mas possui duas
raizes complexas que sdo i e —i, sendo decomposto como p(z) =
(z —1i)(z +1).

(d) O polindémio p(z) = 23 — 22% + 22 possui as raizes 0,1 —ie 1 +ie
sua decomposicao é

p(z) = 2(z = (1 +12))(z = (1 —4))

3 Exercicios resolvidos

: - 1 :
1. Encontre os extremos, caso existam, da fun¢do f(x) = — no inter-
x

valo:

(a) (0,1)
1
Solugdo. Observemos que a funcdo f(r) = — ¢é decrescente
x

e tende para +oo quando z — 01. Portanto, f nao atinge
maximo. Além disso, ela decresce se aproximando de 1 quando
x — 17. Em virtude disso, f também nao atinge minimo.

(b) (0,1]
Solugao. No intervalo (0, 1] a fun¢ao nao possui maximo pelo
mesmo motivo do caso (a). Como 1 pertence ao intervalo ao
intervalo (0, 1] temos que o minimo de f ¢ atingido em z = 1,
pois f é decrescente, e assim seu minimo ¢é f(1) = 1.

(c) [1,2]
Solugao. Como a fungao f é decrescente e o intervalo acima
contém suas extremidades, o valor maximo de f é atingido em
x =1evale f(1) =1 e o seu valor minimo é atingido em x = 2

e vale f(2) = %
(d) (0,00)

Solugao. A funcao f nado atinge maximo em (0, 00) e nao atinge
minimo pois f(z) > 0, para todo x > 0, e lim f(z) = 0.
Tr— 00

Exercicios propostos

1. Que escolha para f(0) fard com que a fungao

5x% — 3z

fla) =2 (@ £0)

seja continua em x = 07
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. A funcao

fz) =

¢é continua no intervalo 0 < x < 27 E no intervalo 0 < x < 1?7 E em
0<x<2?

2r se 0<z <1,
2—x se 1l<ax<2

. Encontre os extremos, caso existam, da fungao f(z) = [z], em que [z]

representa o maior inteiro menor do que ou igual a x, nos intervalos:

(a) (0,1) 5 (b) (0,1] 5 (¢) (=1,0] ; (d) (0,00) ; (e) (=00, 00).

. Verifique que, se uma fungao f é crescente em um intervalo fechado

I = [a,b], entdo f possui extremos globais em I, mesmo que f seja
descontinua. Localize os pontos onde f atinge os extremos. O que
se pode dizer se f for decrescente?

. Se f é continua em um intervalo I e se f atinge valores f(«) e f(3)

com sinais opostos, em dois pontos « e 3 de I, entao f é igual a zero
em algum ponto entre o e 3. Tal afirmacao é verdadeira ou falsa?
Justifique.

. A funcao

fz) =

é continua? Ela aplica o intervalo fechado —1 < x < 1 em um
intervalo fechado?

z+1 se —-1<x<0
r—1 se 0<z<1

. Dé exemplo de uma func¢ao continua definida em um intervalo limi-

tado, mas que sua imagem seja um intervalo nao-limitado.

. Dé exemplo de uma funcao continua, definida em um intervalo nao-

limitado, cuja imagem seja um intervalo limitado.

. Dé um exemplo de uma funcao continua definida em um intervalo

aberto e cuja imagem seja:

(a) Um intervalo aberto; (b) Um intervalo semi-aberto; (¢) Um in-
tervalo fechado.
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Respostas dos exercicios propostos

(e) nao existem extremos.

4. Se f é crescente em [a, b], entao f(a) é o valor minimo de f em [a, 0]
e f(b) é o valor maximo de f em [a,b]. Se é decrescente em |[a,b],
entdo f(a) é o valor méximo de f em [a,b] e f(b) é o valor minimo
de f em [a,b].

5. Verdadeira, em virtude do teorema do valor intermediario.
6. A resposta para as duas perguntas é ndao.
r) = tgz definida em (-7, —7).

- S
8. f(x) =senz definida em [0, +00)

f(z) = x definida em (0, 1).
(b) f(x) = z* definida em (—1,1).
f

(x) = senx definida em (0, 27).

Nesta aula vocé aprendeu:

e 0 que é uma funcao continua;

e a identificar maximos e minimos de fungoes continuas.
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4 Apéndice

Carl Friedrich Gauss

Carl Friedrich Gauss nasceu em 1777 em Brunswick, Alemanha, e mor-
reu em 1855, aos setenta e oito anos, apdés uma proficua vida dedicada,
principalmente, a Matematica, que ele intitulava como A Rainha de todas
as Ciéncias. Filho de um jardineiro e pedreiro, seu pai desejava que ele
fosse um pedreiro, também. No entanto, semelhante a Mozart na Misica,
de quem se diz que escreveu o seu primeiro minueto aos quatro anos de
idade, Gauss mostrou-se um menino prodigio desde tenra idade, o que fez
com que se desviasse do designio profissional ideado por seu pai. Diz-se
que, aos trés anos de idade, chegou a apontar um erro de célculo cometido
pelo seu pai. Outro episédio interessante ocorreu no colégio em que estu-
dava quando, para manter a criancada ocupada durante alguns minutos,
o professor determinou que cada estudante, entre eles Gauss, calculasse a
soma de todos os niimeros naturas de 1 até 100. Sem muita delonga, Gauss
apresentou o resultado para o mestre-escola enquanto os seus condiscipulos
debrugavam-se sobre suas carteiras em calculos demorados. O que Gauss
deve ter feito? Observemos que a soma

14+2+3+4+5+---+46+47+ 48 + 49 + 50+

51 +52 453 +54 + 55+ --- +96 + 97 + 98 + 99 + 100

pode ser escrita na forma
(14+100) + (2 +99) + (3 +98) + (4 +97) + (5 +96) + - - - +

(46 4 55) + (47 + 54) + (48 + 53) + (49 + 52) + (50 + 51)

de modo que cada termo entre parénteses é igual a 101 e existem cinqlienta
parcelas deste tipo. Entao a soma requerida pelo professor do garoto Gauss
¢ 50 x 101 = 5050. O talento mostrado por Gauss chamou a atengao
do Duque de Brunswick que, mesmo sob protestos dos pais do garoto,
enviou-o para o Collegium Carolinum e, em 1795, para Gottingen, local
este destinado a um futuro glorioso. Inicialmente indeciso entre Filologia
e Matematica, enfim decidiu-se, para sorte nossa, por essa ultima. Iniciou
sua carreira académica em Brunswick e apds recusar a oferta de uma
posicao na Academia de Sao Petersburgo, Gauss foi indicado, em 1807,
como o primeiro diretor do novo Observatério de Gottingen, local onde
permaneceu, sempre dedicado aos estudos, com uma vida simples, feliz,
abencoado com uma boa saude, até o seu falecimento aos 78 anos.

Sua obra matematica é bastante volumosa, comparavel a de Euler. No
entanto, enquanto Euler era prolixo em seus escritos, Gauss caracteri-
zava-se pela austeridade com que escrevia seus trabalhos. Em sua tese de
doutorado, publicada em 1799, Gauss provou o Teorema Fundamental da
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A lgebra, ja citado nesta aula, cuja demonstracao havia sido perseguida por
matematicos da estirpe de D’Alembert, Euler, Lagrange e Laplace. Muito
embora suas criagoes permeiem todas as areas da Matematica, na Teo-
ria dos Numeros, ao que parece, ele encontrava um prazer maior do que
nas outras areas, chegando a dizer Matemadatica, a Rainha das Ciéncias, e
Aritmética, a Rainha da Matemdtica, sendo que a sua obra central nesta
area é a Disquisitiones Arithmeticae. Enveredou, também, pela Astrono-
mia tendo publicado, em 1809, um trabalho central intitulado Theoria
Motus Corporum Coelestium. FEm Geometria Diferencial também teve
papel destacado, principalmente com sua obra Disquisitiones Generales
Clirca Superficies Curvas, publicada em 1827, que foi motivada pelos seus
estudos sobre geodésicas na superficie terrestre. Para mais detalhes so-
bre a vida e obra de Gauss, o leitor pode acessar o excelente site
www-groups.dces.st-and. ac.uk/history/Mathematicians/Gauss. html.

Joseph-Louis Lagrange

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), muito embora tenha nascido em
Turim, era descendente de uma ilustre familia parisiense, tendo ele mesmo
se tornado um cidadao de Paris. Iniciou sua vida em Turim, posterior-
mente mudou-se para Berlim e, finalmente, estabeleceu-se em Paris, onde
sua fama se consolidou. Sua genialidade revelou-se desde cedo, sendo
que na escola ja mostrava refinamento intelectual mostrando interesse por
classicos da literatura como Homero e Virgilio. Aos dezesseis anos de idade
tornou-se Professor de Matemaética da Escola Real de Artilharia de Turim.
Aos dezenove anos resolveu o famoso problema isoperimétrico, ja citado
na aula 1, e, ao mesmo tempo, criava o Calculo das Variagoes, uma das
mais nobres areas da Anédlise Matematica e objeto de intensa atividade
de pesquisa até os nossos dias, que consiste, grosso modo, em determinar
maximos e minimos de fungoes cujos dominios sao constituidos de funcgoes.
Sua obra fundamental foi Mécanique Analitica, produzida em Berlim mas
publicada em Paris, na qual unificou a Mecanica Geral e a transformou,
no dizer de Hamilton, outro eminente matematico, em uma espécie de
poema cientifico.

Niumeros Complexos

A evolucao dos conjuntos numéricos é um dos capitulos mais marcantes
da Matematica. O ser humano, em seu estagio mais primitivo, usava, de
maneira inconsciente, a nocao de nimero natural para efetuar contagem.
Em um estagio mais evoluido, os nossos ancestrais necessitavam nao ape-
nas contar mas também medir. Dai surge o conceito de niimero racional
que sao, esencialmente, as fragoes que conhecemos desde o ensino fun-
damental. No entanto, na evolucao da Matematica e de suas aplicagoes

“Tenho sempre observado
que as pretensoes das pessoas
sdo inversamente proporcio-
nais aos seus méritos; este é
um dos axiomas da moral.”
Joseph-Louis Lagrange
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surgem problemas em que o conjunto dos nimeros racionais sao insufi-
cientes, fato este que ja era do conhecimento dos pitagéricos nos idos do
século VI a.C. O problema com o qual os pitagéricos se defrontaram era de
(tentar) encontrar um nimero racional r tal que 72 = 2. Como veremos na
aula 1 de Anélise, nao existe tal nimero racional e dai construiu-se o con-
junto dos nuimeros reais, mais precisamente o Corpo dos Numeros Reais,
que é um conjunto numérico, munido com as operacoes de adicao e multi-
plicacao tao conhecidas do leitor, que esta em correspondéncia biunivoca
com a reta, que é um ente geométrico. Porém, o conjunto dos nimeros
reais ainda é insuficiente e dai surge o conceito de Numero Complezo.
Nao nos deteremos nas motivagoes histéricas das origens dos nimeros
complexos, remetendo o leitor ao excelente capitulo do livro, nao mais
editado, de Imenes-Trotta-Jakubovic.?

Inicialmente, introduz-se a unidade imaginaria definida como sendo o
nimero ¢ definido por

Claramente, essa unidade imaginaria nao é nenhum dos ntimeros reais que
conhecemos.

Chamaremos de numeros complexos aos numeros da forma z = a +
bi, em que a,b € R e i é unidade imaginaria. O conjunto dos numeros
complexos sera designado por C.

O ntmero real a é chamado parte real do nimero complexo z, desig-
nado por a = Re(z), e o nimero real b é chamado parte imaginaria do
nimero complexo z, designado por b = Im(z).

Dados dois niimeros complexos z; = aj + byt € 29 = as + boi, diz-se que
21 = 29 S€ 4] = a9 € by = by.

Da mesma maneira com o que acontece com os nimeros reais, podemos
introduzir duas operagoes (adigao e multiplica¢ao) no conjunto dos niimeros
complexos, da seguinte maneira.

Dados dois ntimeros complexos z; = a1 + bii e 2o = as + boi, define-se
a operacao de adicao como sendo aquela que a tais nimeros complexos
associa um terceiro ntimero complexo z; + 29, chamado soma de z; e z»,
dado por

21+ 22 = (a1 + ag) + (by + be)i.

Define-se a operacao de multiplicacao como sendo aquela que a tais niimeros
complexos associa um outro nimero complexo z; 2z, chamado produto de
z1 € 2o, dado por

Z1%9 = Q1G9 — ble + ((Ilbz + (lgbl)i.

2 L.M.P. Imenes, J. Jakubovic e F. Trotta, Matematica Aplicada, Vol. 3, Editora
Moderna LTDA.
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Tais operacoes possuem propriedades semelhantes as da adicao e multi-
plicacao dos nimeros reais, quais sejam, comutatividade, associatividade,
distributividade, existéncia de zero, existéncia de inverso, etc.

A custa da operacao de multiplicacao, podemos definir divisao de
nimeros complexos. Mais precisamente, dados dois niimeros complexos
21 € 29,29 # 0 como acima, define-se o quociente z—; como sendo o numero
complexo z = a + bi dado por

Z1 = 22.

Vejamos um exemplo. Consideremos o quociente 53__221. € vejamos como
proceder. Multiplicando numerador e denominador deste quociente por

5 4 2i, que é chamado complexo conjugado de 5 — 2i, obtemos

3—1 3—i 5+2¢ 17+ 17 1

59 5-2 5+2 20 19 29"

Outra operacao importante é a radiciacao, que consiste no seguinte:
Dado um ntmero complexo w, encontrar os niimeros complexos z tais que
2" = w. Neste caso escreve-se z = {w.

Existe uma representagao geométrica para o conjunto dos nimeros
complexos C que consiste no seguinte. Dado um nimero complexo z =
a + bi associamos a ele o par ordenado (a,b), que é um elemento do plano
cartesiano R?. Reciprocamente, dado um ponto (a,b) do plano, asso-
ciamos a ele o nimero complexo z = a + bi. Deste modo, existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto C dos niimeros complexos e o
plano cartesiano R? que, assim, é a representacao geométrica dos niimeros
complexos.
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Aula 5

A derivada

Objetivos
e Estudar o conceito de derivada de uma funcao.
e Calcular a derivada de algumas funcoes elementares.

e Estudar as regras de derivagao.

Nesta aula introduziremos os conceitos basicos relacionados com a
derivada, os quais, de maneira introdutoéria, foram esbocados na aula 2.

1 Nocoes preliminares

Consideremos uma func¢ao y = f(z) definida em um dado intervalo
I, e escolhamos um ponto xy que nao seja uma de suas extremidades.
Tomemos um numero positivo h tal que xg + h ainda esteja em I, de
modo que podemos calcular o valor de f em zy + h e assim formar o
chamado quociente de Newton

o(z) = f(xg—i-h}i—f(xo) '

Se

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0+ h

existir, dir-se-4 que f é derivdvel a direita em xzy e o limite acima sera
chamado derivada lateral a direita de f em x4, sendo designada por f% (xo).
Assim,

filao) =l

f(xo+h) = f(xo)
h

103



A notagao % é devida ao
matematico z:fleméo Leibniz
(ver aula 1 e apéndice da
Aula 3), por isso é conhecida
como a notag¢do de Leibniz
para derivada.
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Quando o acréscimo h é negativo e se xg+ h ainda estiver em I,
constroi-se o quociente de Newton, como feito acima, e caso o limite

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0— h

existir, diremos que f ¢é derivdvel a esquerda em xy, sendo tal limite
chamado derivada lateral a esquerda de f em xy e designado por f’ (zg),
ou seja,

/ . flwo+h)— f(xo)
f-(@o) = hllglf h '

Caso as derivadas laterais de f em xy existam e sejam iguais, diremos que
f € derivavel neste ponto, sendo o limite acima chamado derivada de f
em 1z, e designado por f'(zg). Portanto,

/(o) = lim f(zo+h) — f(xo) .

h—0 h

A derivada também podera ser apresentada da seguinte maneira. Fa-
¢amos ro + h = x e observemos que h — 0 se, e somente se, + — xg, de

modo que
x)— f(z
T—T0 T — Xo
O leitor também encontrard, ao longo dos seus estudos, as seguintes
notagoes para a derivada da funcdo y = f(x) no ponto xy:

af
dx

dy

(20), @(550)» y' (o)

ou, quando nao houver necessidade de enfatizar o ponto no qual estamos
calculando a derivada, escreveremos simplesmente

g dy
de’ dx’ Y-

Em algumas situagoes pode-se apenas falar em derivada lateral a direi-
ta ou a esquerda. Eo que acontece quando a funcao estiver definida em in-
tervalos tais como [a, ], [a, ), [a, 00), (a, b], (—o0, b]. Nos trés primeiros ca-
sos pode-se apenas calcular em a a derivada lateral a direita e nos primeiro,
quarto e quinto casos é possivel somente calcular em b a derivada lateral
a esquerda.

Neste ponto, o leitor devera reportar-se a aula 2 e verificar que, ao
definirmos derivada, fizemos, essencialmente, uma mera repeticao daquilo
que foi a motivacao da nocao de limite por meio do tracado de retas
tangentes e velocidade instantanea. Dessa forma, f é derivavel em um
certo ponto xy se pudermos tracar uma tangente nao-vertical ao grafico
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de f, no ponto (xg, f(xo)) e temos que f’(xq) representa a inclinagdo de
tal reta tangente, ou seja,

f'(xzo) = tgb

em que 6 é o angulo formado pelo eixo x com a reta tangente, no sentido
anti-horéario. Deste modo, a derivada de uma fun¢ao mede, em cada ponto,
a sua taxa de crescimento ou de decrescimento, ou seja, quanto maior for a
derivada, maior serd o crescimento da funcdo. Interprete as figuras 5.1(a),
(b) e (c) esbogadas a seguir.

Fig. 5.1(a) Fig. 5.1(b) Fig. 5.1(c)

Para tornar o conceito mais claro, consideremos a situacao descrita no
seguinte exemplo.

Exemplo 37. Suponhamos que uma pessoa esteja a caminhar sobre uma
montanha cujo perfil esta esbogado na figura 5.2 e que ele seja o grafico
de uma funcao.

Fig. 5.2

No trecho OA a pessoa subird sem muito esforco, pois nesta parte a
subida nao é muito ingreme, ou seja, a derivada é positiva mas nao é muito
grande. A partir do ponto A, e até o ponto B, o montanista sera submetido
a um esfor¢co maior pois a declividade aumentou, isto é, a derivada
tornou-se maior. J4 em BC a caminhada efetuar-se-a horizontalmente
e assim a derivada sera zero nestes pontos em virtude de a inclinacao
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ser nula. De C até D o esforco recomecara a ser grande em virtude de
a inclinacao voltar a aumentar. No ponto D o atleta atingiu o pico da
montanha, isto é, nesta altura ele momentaneamente descansara, pois a
inclinacao - e conseqiientemente a derivada - sera zero.

A partir dai ele comecard a descer pelo lado oposto da montanha.
De D até E a descida sera suave e assim teremos derivadas negativas
cujos médulos serao pequenos. Em F' inicia-se novamente um plato que
se estende até GG, no qual a derivada novamente se anula. Prosseguindo
assim, poderemos analisar as situagoes que ocorrem nos outros trechos.

Vejamos mais alguns exemplos nos quais é possivel calcular explicita-
mente as derivadas.

Exemplo 38. Se f(z) = C, para todo x pertencente ao dominio de f, em
que C' é uma constante, entao sua derivada sera sempre igual a zero pois
nao ha variacao na funcao. Vejamos isso usando a definicao:

flz+h)— f(x) :C’—C:

N N 0.

Como o quociente de Newton é sempre nulo, segue-se que f’(z) = 0 sempre
que a funcao f for constante, pois a derivada mede a taxa de variagao.

Exemplo 39. Consideremos a fungao f(z) = ax+b em que a, b sdo cons-
tantes. Como é bem sabido, tal fungao descreve retas nao-verticais cujas
inclinagoes sao determinadas pela constante a. Calculemos sua derivada.
Para isto tomemos o seu quociente de Newton em um ponto x de R:

flz+h)— f(x) :a(:v+h)+b—(ax+b) _ah _
h h h

a.

Usando o fato de que limite de constante é a propria constante, obteremos

Py = i LEER 10

o que era de se esperar pois a reta possui inclinagao (derivada) constante
em todos os seus pontos.

Exemplo 40. Consideremos a fun¢ao f(z) = z?. Para calcular a sua

derivada em um ponto qualquer x, procede-se de modo analogo ao desen-
volvido na aula 2 e obteremos

f'(z) = 2.

O procedimento feito no exemplo acima pode ser aplicado a qualquer
funcao da forma f(zr) = 2™ em que n é um ndmero natural arbitrério.
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Nesse caso deve-se usar a féormula do Binomio de Newton para obter
f'(z) = nz™ 1. Vejamos como proceder. Inicialmente, observemos que

f(x+h>:(x+h)”=x”+z<?)hjxnj

n!

em que ( " ) = —— — sao os coeficientes binomiais. Calculando o
J 3'(n —j)!

quociente de Newton

flath) = f@) W\ ( n ) Bi=1gn—
J

=nx —+ x
h

=2
e fazendo h — 0 obtemos a formula desejada

/@) = na"?
para todon =1,2,...

Exemplo 41. Estudaremos, agora, a derivada da funcao f(x) = senzx.
Para isto, comecemos com o quociente de Newton
h) — h) — h—1 h
flx+h)— f(x) _ sen (x 4+ h) —senx o 5% + cos 5>
h h h
em que na igualdade acima utilizamos uma identidade trigonométrica
usual.

Usando os limites fundamentais relacionados com as funcoes sen e cos,
introduzidos na aula 3, teremos

(sen)' x = cosz

Por um procedimento analogo pode-se provar que

cos’ r = —senx

Vejamos agora um importante teorema que relaciona os conceitos de
derivacao e de continuidade de fungoes.

Teorema 6. Toda fungdo derivdvel € continua.

Demonstracao. Seja f : I — R uma funcao derivavel em um ponto

T pertencente ao intervalo I. Devemos mostrar que f é continua em x,

ou seja, lim f(z) = f(xo). Observe que, dado = € I,z # x, tem-se que
xr—x0

r = xo+h para algum h € R, de modo que z — z( é equivalente a h — 0.
Lembremos, também, que f ser derivavel significa que

flx) = fw)
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f(x) — f(xo)

T — 2o

F@) = F() — feo) + fao) = ( ) (e — o) + F(xo)

e usando os fatos de que o limite da soma é a soma dos limites e o limite
do produto ¢é o produto dos limites, obtém-se:

lim f(z) = f'(xo) 'mh_{;lo(x — o) + f(20) = f(zo)

T—x0
e isso mostra que f é continua em x. O

Observacao 5. A reciproca do Teorema 6, nao é verdadeira, como mostra
o exemplo a seguir. Seja f(x) = |z| em que |z| representa o médulo do
numero real x. Assim, a funcao f é dada por

r se x>0,
—x se x<0.

o) ={

Claramente f é continua. No entanto, f nao é derivavel em 0. De fato,
suponhamos, inicialmente, A > 0 e consideremos o quociente de Newton

fO+h)—f(O) A

= — = 1
h h
e dai
1(0) =1
Supondo h < 0, teremos
fO+h) - fO) _—h_ |
h h
donde
(0)=-1

Conclusao: f nao é derivavel em 0, pois as derivadas laterais de f em 0,
mesmo existindo, sao distintas.

2 Regras basicas de derivacao

Pelos exemplos desenvolvidos até agora verifica-se que calcular a de-
rivada de fungoes é algo trabalhoso e tedioso caso tenhamos que sempre
usar a definicdo. Em vista disso, nesta licao, acrescentaremos algumas
regras, além das vistas anteriormente, que serao indispensaveis para o
desenvolvimento do Calculo.

Regra 1. A derivada da soma é a soma das derivadas.
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Para tornar mais precisa tal afirmacao, sejam f e g duas funcoes,
definidas em um mesmo dominio de modo que elas sejam derivaveis em
um dado ponto x pertencente ao dominio comum de f e g. Observando
que (f +g)(x) = f(x) + g(z), o quociente de Newton da fungao soma é
dado por

Sto)eth) = (f+9)@)  fleth) - fle) gl@+h) g

h h h

e usando o fato de que o limite da soma é a soma dos limites teremos

(f +9)(z) = f'(x) + g'(2).

Regra 2. Sejam f uma fungao derivavel em um certo ponto x de seu
dominio e A um numero real. Entao a funcao Af é derivavel em x e sua
derivada é dada por

(Af) (z) = Af'(=).
Vejamos como isto é feito. O quociente de Newton de Af é escrito

como Mz + h) — Af(x) )\f(ac+h)—f(x)

h h

e usando o fato de que o limite de uma constante vezes uma funcao é igual
a constante vezes o limite da funcao, teremos a férmula desejada.

Muito embora a derivada da soma seja a soma das derivadas, devemos
enfatizar que a derivada do produto nao é o produto das derivadas. Com
efeito, como a fungao produto fg é definida por (fg)(z) = f(z) - g(x),
determinaremos a derivada de fg.

Calculando o quociente de Newton da funcao fg teremos

(f9)(@+h) = (fg)x) _ fle+h)g(z+h)— flz)g(z)

h h

e ve-se facilmente que o procedimento nao é tao direto como no caso da
Regra 1. Executaremos um procedimento muito comum no Calculo, ou
seja, ja que os quocientes de Newton de f e g nao aparecem diretamente,
deveremos usar de uma estratégia de modo que tais quocientes aparecam.
Para isto, subtrairemos e adicionaremos o termo f(x)g(z + h) no nume-
rador da expressao acima e fazendo as devidas simplificacoes obteremos

(fg)(z + h]z —(f9)(=) _ flz+ hg - f<x>g(x+ h) + f(x)

g(xr +h) —g(v)
h

0 que nos leva a

(f.9)(x) = f'(x)g(x) + f(z)g (x)

e assim temos a regra:
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Regra 3. Se f e g sao duas fungoes derivaveis em um certo ponto x, entao
a funcao produto f - g é derivavel em x e sua derivada é dada por

(f-9)(x) = fi(2)g(x) + f()g'(x)

Regra 4. Se f e g sao duas fungoes derivaveis em um certo ponto x e se

g(x) # 0, entao a fungao quociente F(z) = fg)) é derivavel e sua derivada
e (@)(x) i)()
, f'(x)g(z) — f(2)g'(z
e s@P
De fato,
flx+h B flx
F(z+h)— F(x) _ glx+h) g(x)
h h
f@+h)g(x) — f(z)g(z + h)
_ h
B g(z +h)g()
[f(z+h)g(x) — f(x)g(x)] — [f(z)g(z + h) — f(x)g(z)]
_ h
a 9(x + h)g(z)
flz+ h})L — /( )g(x)] 3 [ﬂx)g(% + h;i —g(x)
- 9(x + h)g(z)
Considerando que
) f()
h—0 h

existe e é igual a f'(z) e

L gt h) — (o)
h—0 h

também existe e é igual a ¢'(z), teremos

O leitor atento deve ter observado que impusemos a hipdtese de que
g(x) # 0, mas usamos também o fato de que g(x + h) # 0, haja vista que
ele aparece no denominador. Isto pode ser feito em virtude de que, sendo
g derivavel em x, g é continua em x. Como conseqiiéncia disso, e como
g(x) # 0, temos que g(z + h) # 0, para todo h suficientemente pequeno.

Usemos as regras de derivagao nos exemplos a seguir.
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Exemplo 42. Calcule a derivada do polinomio

P(z) = 2* + 3x + 2.
Solucao. Observemos que a derivada da soma é a soma das derivadas,
qualquer que seja o numero de parcelas. Assim, a derivada de P é a soma

da derivada de 22, que é 2, de 3z, que é 3 e da derivada de 2, que é zero.
Portanto,

P'(z) = 2z + 3.
Exemplo 43. Calcule a derivada da fungao
f(z) = (cosx)(2® + 22* + 4z + 3).

Solugao. Devemos usar a regra do produto. Assim,

f'(z) = (cos’ z)(2® + 22° + 42 + 3) + (cos z)(32” + 4x + 4)
e usando cos’ = sen teremos

f'(z) = (senz)(2® + 22% + 4a + 3) + (cos ) (32 + 4x + 4).
Exemplo 44. Calcule a derivada de

z+1
r+2

flz) =
Solugao. Usaremos a regra do quociente. Portanto,

(x+ 1) (x+2)— (x+1)(x+2)

/ —
e dai
(x+2)— (x+ 1)1
fl(z) = > ,
(x+2)
ou seja,
Fa) = —
C(z+2)2

. N sen

Exemplo 45. Calculemos a derivada da funcao tg x = . Usando a
cos T
Regra do Quociente, obtemos
, sen’rcosw —senxcos’'z  cos’z + sen’w 1 9
tg'x = = = = sec” x.

cos? x cos? x cos? x
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3 Derivadas de ordem superior

Seja f(z) uma fungao derivdavel em um intervalo I, com derivada f'(x),
e suponhamos que f’(z) seja também derivavel em I. Entao a funcao

df’ AV
@) = (@)

é chamada a sequnda derivada de f(z), escrita como f”(x) ou f®(z).
Analogamente, se f”(x) for derivavel em I, a fungao

df” iy
@)= (@)

é chamada a terceira derivada (ou derivada de ordem trés) de f(x), escrita
como f”(x) ou f®(z). Mais geralmente, a derivada de ordem n de f(x)
(ou a n-ésima derivada de f(x)), designada por f((x) é a funcao

@)
dx

admitindo que a derivada f™Y(x) de ordem n — 1 exista e seja derivavel
em /. Também escrevemos

= (/") (a)

isto é, f(x) é a derivada de ordem zero de f.
E usual também a notacio para f(™ (x):

@) = 7L @)

ou, se y = f(z), temos

dy d*y w A"y n
y/:%:f,(ff% ?J":@:f”(@a--w y( ):%:f( )(55)
Exemplo 46. Se y = z*, entao
% :4:153,
x
d2y_ d<4 3)_12 2
dz?  dx V)= A
dgy d 2
d*y d
GV _ L oar) =24
dxt dx< 7) ’
d° d
SV Ly =o.

dr® dx
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4 QOutras regras de derivacao

Na aula 1 introduzimos o conceito de funcao inversa. A préxima regra
nos mostra como expressar a derivada da funcao inversa em termos da
funcao original.

Teorema 7. Seja f uma funcao inversivel com inversa g = f~*. Supo-
nhamos que f seja derivdvel em x, com derivada f'(x) # 0, e suponhamos
que g seja continua em y = f(x). Entao g € derivdvel em y, com derivada

) =

Na notacao de Leibniz a expressao da derivada da inversa toma as
seguintes formas

dg df*1 1
dx
ou mais concisamente
dr_ 1
dy dy’
dx
Dai
dy dr
de dy

Exemplo 47. A funcao
y = f(z) =2
é injetiva, e derivavel em qualquer intervalo da forma [a,b], com a > 0.

Na verdade sua imagem é o intervalo [a?, b?]. Observe, também, que f é
crescente. Sua inversa é dada por

r=f"y) =y

estando definida no intervalo [a?, b?] sendo af continua. Usemos o Teorema
1 para calcular a derivada de /y. Assim,

4o g e L1 1
dy y_dy—d_y_Zx—2\/§
dx

Na aula 1 introduzimos o conceito de funcao composta. O proximo
resultado nos permitira calcular a derivada da composta de duas funcoes
derivaveis.

Teorema 8. (Regra da Cadeia) Sejam f e g duas fungoes tais que f
¢ derivdvel em x e g € derivdvel em f(z). Entdo a fun¢do composta go f,
dada por (go f)(x) = g(f(z)) € derivdvel em x e sua derivada € dada por

go f(x) =g'(f(@))f (x).
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Na notacao de Leibniz a Regra da Cadeia toma a seguinte forma:
fazendo y = f(z) e z = g(y) teremos

ds _dz dy
de dy dx

Se tivermos a composicao de trés funcoes, digamos

e se f for derivavel em z, g for derivavel em f(z) e h for derivavel em
g(f(x)), a Regra da Cadeia assumira a seguinte forma

F'(x) = h'(g(f(x)))g'(f () f'(x)

ou, usando a notacao de Leibniz, tem-se

em que y = f(z), 2 =g(y) e u=g(z).

Exemplo 48. Calculemos a derivada de

F(z) = <1 + %)101

Neste caso g(y) = y' e f(z) = 1+ . Portanto, ¢'(y) = 101y'° e
f'(x) = —2x73. Usando a Regra da Cadeia, obtemos

F(z) = (g0f)(x)
= 4 (f(x)) ['(x)

Exemplo 49. Dada a fungdo y = f(x), calculemos a derivada de y".
Usando a notagao de Leibniz, teremos

dy" dy" dy ., dy
dx dy dx dx

Portanto, se quisermos calcular a derivada de f(z) = (2 + 3z + 1)%,
teremos

f'(x) = 50(z* + 3z + 1) (22 + 3).
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Exercicios resolvidos

. Mostre que

d 1 n

dx xm gntl

Solucao. Usemos a regra do quociente. Dessa maneira,

d d
L S P i
dx xn z2n

nxnfl

xQn
n
B xn—i—l '

Calcule a derivada de f(x) = /.

Solugao. Usemos a definicao. Para isso suporemos que x > 0. Assim,

flx+h)—flz) _ \/-’1?+ — VT
h

Multiplicando numerador e denominador do membro direito da ex-
pressao acima por vx + h + /x, obtemos

fa+h) —f@) _ (Eh- yOVaTh+ V)
h Wt b+ V)
h

h(Vz+ h+/x)

e dai

feth)—f@) 1
h Ve ihiva)

Fazendo h tender a zero, obtemos

Exercicios propostos

. Calcule as derivadas de:

1
(a) z* + 322 =6  (b) 2az® — bz? + ¢, a e b constantes  (¢) z — —

x
1 2 3
A=+ = 2
(>x+x2+x3

Calcule as derivadas de:
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(a) (z—a)(z—0)

(b) z(z —a)(z —b)

(c) (1+42*)(1 + 22?)
(d) (2z —1)(2? — 6x + 3)
Calcule as derivadas de:

= 2 2_5 341
(a) ’ a’ a constante (b) 1_3;;2 (c) % (d) v

A derivada de uma funcao racional é também uma funcao racional.
Falso ou verdadeiro?

T+ a 2 —x—2

Observagao: Uma funcao racional é o quociente de dois polinomios:

R(x) ap + a1x + axr® + ...+ ax”
x) = .
b0+b1$+b2$2+...+le'N

. A n-ésima derivada de um polinomio de grau n é uma fungao cons-

tante nao-nula. Falso ou verdadeiro.

1
Calcule as n primeiras derivadas da funcao — .
x

Dadas duas fungoes f e g, derivaveis até a ordem 3, calcular (fg)"”.

Seja y = x(2z — 1)?(x + 3)%. Encontre y® e y(™ com o minimo de
trabalho possivel.

Calcule as derivadas de
(a) (o4 1w+ 22w +3)7° (b EFD () BB -2)

r+3 (©) (1—x)?

Calcule as derivadas de

1
(a) V% + a2, a constante (b) 4/ e (c) 2x =, a constante

1—=z a“ — x
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7 Respostas dos exercicios propostos

1 1 4 9
1. (a) 423 + 62 (b) 6azx* —2bx (c) 1+ 5.3 d) —— — — — -z
2. (a) 2z —a—b
(b) 32% —2(a + b)x + ab
(c) 3222 + 12x
(d) 622 — 262 + 12

2a 2(1 + z?) . _:L‘4 —102% — 62 + 15
) T ap b2y © (c+3)2
r? —4dr +1
T

4. Verdadeiro.
5. Verdadeiro.

naq N
6. (—1) +1F

7‘ fl//g+3f//gl+3f/g//+f‘g///

8. Y9 =4 ey = 0. Observe que y = x(2x — 1)%(z + 3)> é um
polinémio.

9. (a) +2°@+3)°+2 @+ 1) (2+2) (¢ +3)°+3 (z+1) (x+2)° (z+3)°

(x+4)(x+2) —7+3z
LT ) Ty
T 1 a?
10, (a) ——2— (b) O
vVat+a (x— 1) x+1 (a? — x2)

r—1

Nesta aula vocé aprendeu:

e 0 que é a derivada de uma funcao;
e a calcular derivadas de certas fungoes elementares;

e a calcular derivada utilizando as regras de derivacao.
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8 Apéndice

Fermat e a derivada

A Integracao, entendida nas suas origens como o cédlculo de areas, tem
suas raizes no mundo grego com Eudoxo, e seu Método da Fxaustao, e
Arquimedes, com a sua Quadratura da Pardbola. No entanto, somente no
século XVII foram dados os primeiros passos para a criacao do Cdlculo
Diferencial. Um dos matematicos que mais se destacaram nestes esforcos
iniciais foi Fermat - personagem ja destacado na aula 1 - que estabeleceu
as bases do calculo de derivadas sempre relacionando-as com o tragado
de tangentes. A idéia desenvolvida por Fermat consistia, em notacgao
moderna, no seguinte. Seja y = f(x) uma dada funcao e fixemos um
certo ponto p de seu dominio no qual f atinja um maximo ou minimo, ou
seja, f(p) > f(x) ou f(p) < f(x), para todo x pertencente ao dominio
de f. Ora, se e for um ntmero préximo de zero, os valores p + e e p sao
préximos um do outro de modo que f(p+e) = f(p). Assim, a igualdade
f(p+e) = f(p) somente serd verdadeira se e = 0. Os zeros da equagao
resultante forneceriam os valores de x para os quais f atingiria méximo
ou minimo.

Fermat usou esta técnica para resolver o seguinte problema:

Dentre todos os retangulos com mesmo perimetro P, qual
0 que possui maior area?

Observemos que, se x e y forem as dimensoes de um retangulo de perimetro
P, teremos 2x + 2y = P e sua area S sera dada por S = zy. Como

P—22x7 S = S(x) serd

y:

em que 0 <z < g . O método de Fermat consiste no seguinte. Tomemos
e € R de modo que S(z +¢e) = S(z), o que implica

P P
§(x+e)—($+e)2:§x—a:2

e dai

—e—2rx—e>=0

2

Dividindo ambos membros da expressao acima por e obtemos

P 2 0
— —2r—e=
2
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P
R

Fazendo e = 0 obtemos o valor de  como sendo x = =, donde y = % eo

retangulo de area méxima é o quadrado.

Evidentemente, o processo de Fermat possui falhas matemaéticas graves,
pois, se por um lado ele divide ambos os membros de uma equacao por
e, deve-se ter e # 0. Por outro lado, no final do processo ele faz e = 0.
Contudo, estas idéias continham o gérmen do calculo de derivadas. De
fato, suponhamos que se queira calcular a inclinagao da reta tangente ao
grafico da fungao y = f(z) em um certo ponto (z, f(z)) de seu gréfico. Se
e for um numero real nao nulo, o quociente

flx+e) - fx)

e

fornece a inclinacao de uma reta secante ao grafico da funcao, passando
pelos pontos (z, f(x)) e (z + ¢, f(x + ¢e)). Mas, se e for préximo de zero,

teremos que
flr+e)— flx) o

!
: e
Assim, a igualdade
flr+e)— f(z
(0= 1) _ g
somente serd valida se e = 0 e isto, no moderno linguajar matematico, é
dado por
g L2 S g
e— e

Apliquemos tal método a funcao f(x) = z* para obter

r+e)?—a? ,
WO iy
e
de modo que
2z +e= f'(x)

A igualdade sera verdadeira quando e = 0 e dai obtemos que a inclinagao
da reta tangente ao grafico da funcao f(z) = %, no ponto (z,z?), é 2z, o
que ¢é exatamente o resultado obtido no exemplo 4 da presente aula. Para
mais informagoes histéricas sobre Fermat e o inicio do Célculo Diferencial,
o leitor interessado poderd consultar Simmons® e Eves?.

O método dos fluxoes de Newton

Em 1671 Isaac Newton, inspirado em idéias de seus predecessores, em
particular de John Wallis e [saac Barrow, produz uma técnica de derivacao

'George F. Simmons, Célculo com Geometria Analitica, Vol. 1, McGraw-Hill.
2Howard Eves, Great Moments in Mathematics, Before 1650, Mathematical
Association of America.
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introduzida em Method of Fluxions na qual ele considera uma curva como
sendo a trajetéria de um ponto em movimento. Newton chamou a quan-
tidade que varia de fluente e sua taxa de variagao de fluzao do fluente. Se
o fluente for representado por y, entao o seu fluxao serd representado por

. , . Y
7, que, em termos modernos, é o nosso conhecido o

Vejamos como o método funciona para a funcao y = 322 + 2x. Consi-
dera-se a variavel x e dé-se um acréscimo pequeno que, na notagao antiga,
era designada por 20, e que produz um acréscimo yO correspondente na
variavel y, de modo que o que era = passa a ser x + O e 0 que era y passa
a ser y + yO. Substituindo-se na funcao em estudo, obtemos

y+ 90 = 3(z + 10)* + 2(x + 20).
Dessa maneira,
y+ 90 = 32* + 62(20) + (20)* + 2z + 2(0).

Ora, Newton entao argumentava, O é um infinitésimo, ou seja, algo
infinitamente pequeno, de modo que (£0)? = 0. Além disso, y = 322+ 2z.
Usando esses fatos na ultima expressao, chegamos a

jO = 62(20) + 2(20)

e dai
90 = (6z + 2)(20)

donde 0

Y

— =6 2

0 T
que em forma moderna é o nosso conhecidissimo

dy

— =6 2.

dx T

Para mais detalhes sobre Newton e sua obra, veja Frederick Rickey “.

3V. Frederick Rickey, Isaac Newton: Man, Myth, and Mathematics, College
Mathematics Journal 60, Nov., 1987, 362-389.
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A derivada: propriedades e
aplicacoes

Objetivos
e Estudar o teorema do valor médio e algumas aplicacoes.

e Estudar a concavidade e pontos de inflexao de uma funcao.

Na aula 5 estudamos as propriedades basicas da derivada. Nesta aula
introduziremos alguns resultados que nos permitirao fazer aplicacoes im-
portantes, como o estudo de maximos e minimos de funcoes, que con-
stituem um dos aspectos essenciais do Calculo Diferencial, entre outras.
Veremos a relagao entre maximos e minimos de fungoes derivaveis em
intervalos, relacionando-os com os resultados obtidos na aula 4.

1 O teorema do valor médio

Os resultados centrais desta aula serao os Teorema de Rolle e o Teorema
do Valor Médio e alguns fatos deles decorrentes. Veja no Apéndice alguns
fatos sobre a vida e obra de Rolle. Comecemos com o

Teorema 9. (Teorema de Rolle) Seja [ uma fungdo continua no in-
tervalo fechado [a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Suponhamos
que f(a) = f(b) = k. Entdo existe um ponto c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Inicialmente relembremos que, sendo f continua no
intervalo [a, b], ela atingird médximo e minimo nesse intervalo. Se f for
constante, entdao f’(z) = 0 para todo z € [a,b] e o teorema estd demons-
trado. Suponhamos que f nao seja constante. Entao existe xy € (a, b) tal
que f(zg) > k ou f(xg) < k. Se f(zg) > k, a funcdo f atingird méximo

121
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em um ponto ¢ € (a,b) tal que f(c) > k. Portanto, f(c+ h) < f(c) para
todo h tal que ¢+ h € [a,b]. Suponhamos h > 0. Assim,

fexh=10)
oo fle+h) — 10
+n)—flc
! — 1 & <
1) B0 h =0
Analogamente, considerando h < 0, obtém-se
. fle+h)—flc)
! — 1 >
1) hi»I(r)l* h =

e pela unicidade da derivada concluimos que f'(¢) = 0.

O outro caso, em que temos f(zg) < k, é demonstrado de maneira
analoga. O

Este teorema possui uma interpretacao geométrica simples e interes-
sante. Ele nos diz que, se os pontos extremos do grafico da fungao

y=f), a<z<b

possuem as mesmas ordenadas, ou seja, f(a) = f(b), entdo a inclinagao
da reta tangente a esta curva é igual a zero em algum ponto do intervalo
(a,b), isto é, em tal ponto a reta tangente ao grafico é horizontal. Esta
situacdo ¢ ilustrada nas figuras 6.1(a), 6.1(b) e 6.1(c).

fla)=fb fla)=Ab

Fig.6.1(a) Fig. 6.1(b) Fig. 6.1(c)

Seja f uma funcao definida em um certo intervalo aberto I. Se f for
derivavel em ¢ € I e f'(c) = 0, entao diz-se que ¢ é ponto critico de f. Em
alguns textos, os pontos em que a funcao deixa de ser derivavel também
sao chamados criticos.

(a) A funcdo f(x) = x? possui derivada f’(x) = 2z e 0 é o tinico ponto
no qual f’ se anula, ou seja, 0 é o tinico ponto critico de f.

(b) A funcao f(x) = ax + b,a # 0 ndo possui pontos criticos, pois

f'(x) =a#0.
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(c) A fungao f(x) = 2 possui apenas 0 como ponto critico, pois é o
tinico ponto que anula a derivada f’(z) = 32% de f.

(d) A funcao f(x) = cosx possui uma infinidade de pontos criticos em R,
pois sendo cos’(x) = —senz tem-se que senz se anula em qualquer
valor x = nm, para todo n € Z.

Quando f(a) # f(b) ndo podemos afirmar que em algum ponto de (a, b)
a reta tangente ao grafico de y = f(z) seja horizontal. No entanto, pode-se
concluir que em algum ponto intermedidrio do gréfico de y = f(z) a reta
tangente possui inclinagao igual a da corda que liga os pontos A = (a, f(a))
e B = (b, f(b)), isto é, a reta tangente em algum ponto grafico da referida
funcao possui inclinagao igual a

f(b) — f(a)
b—a

conforme mostram as figuras 6.2(a) e 6.2(b).

z

Fig.6.2(a) Fig. 6.2(b)

Traduzimos formalmente tal fato por meio do teorema a seguir.

Teorema 10. (Teorema do valor médio de Lagrange) Seja f uma
fungao continua no intervalo fechado |a,b] e derivdvel no intervalo aberto
(a,b). Entao existe um ponto ¢ € (a,b) tal que

b) —
o= L= Ha)
Demonstracao. Consideremos a funcao g : [a,b] — R definida por
o) = 1)~ TOTD y— pia)

que é continua em [a,b] e derivavel em (a,b) pois é a soma de fungoes
continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b). Além disso, é facil ver que g(a) =
g(b) = 0. Pode-se entao usar o Teorema de Rolle para garantir a existéncia
de ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0. Como
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tem-se que ¢'(c) = 0 é equivalente a

f(b) — f(a)

1) —

f (C) - b —a

o que conclui a demonstragao do teorema. O

2 Aplicacoes do teorema do valor médio

1. Se f for uma fungao derivavel em um intervalo I e se sua derivada
se anula em todos os pontos de I, entao f serd constante em 1.

De fato, seja zy um ponto arbitrario, porém fixado, de I. Seja x
um ponto qualquer de [ e consideremos o intervalo cujos extremos
sejam xg e . Aplicando o teorema do valor médio a f neste intervalo,
obteremos

f(@) = f(zo) = ['(c)(z — zo)

para algum ponto ¢ pertencente a I. Mas, por hipétese, f'(c) =0 e
assim f(z) — f(xo) = 0 e dail segue-se que f(x) = f(x¢), para todo
x € I, o que mostra ser f constante.

Se f nao estiver definida em um intervalo, a conclusao acima nao é
verdadeira. Para ver isso considere a fungao f : (—o0,0)U (0, 00) —
R dada por

—1 se z € (—00,0)

f(m):{ 1 se ze(0,00).

Tal funcao é derivavel e sua derivada é identicamente nula em seu
dominio, no entanto, ela nao é constante. Veja figura 6.3.

Fig. 6.3

2. Se f for uma fungao derivavel em um intervalo I e se f'(x) > 0 em
todos os pontos no interior do intervalo I, entao f serd crescente em
I, ou seja, se x1,x9 € I € 11 < 9, entdo f(z1) < f(x2).
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Com efeito, sejam 1 e x5 como acima e apliquemos o teorema do
valor médio & fun¢do f no intervalo [z, z5]. Portanto, existe ¢ €
(21, z2) tal que

f@2) = f(21) = fc) (@2 — 21).
Como f'(c) e (xo—x1) sdo ambos positivos, segue-se que f(x9)—f(z1)

também é positivo e dai f(zs) > f(x1), ou seja, f é crescente. Veja

figuras 6.4(a) e 6.4(b).

Fig. 6.4(a) Fig. 6.4(b)

Se f for uma fungao derivavel em um intervalo I e se f'(z) < 0 em
todos os pontos no interior do intervalo I, entao f sera decrescente
em I, ou seja, se x1,x3 € I e x1 < 9, entdo f(xy1) > f(2).

Para demonstrar tal fato, siga os mesmos passos do que foi feito no
item anterior. Observe as figuras 6.5(a) e 6.5(b).

Fig. 6.5(a) Fig. 6.5(b)

. Observemos que a fungao pode ser crescente (ou decrescente) e a

sua derivada se anular em alguns pontos. Basta considerar a funcao
f(x) = 2, que é crescente, no entanto sua derivada f'(x) = 3z? se
anula no ponto x = 0.
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3 Extremos locais

Consideremos o grafico de uma fungao continua f em um intervalo
fechado [a, b], conforme é mostrado na figura 6.6.

Fig. 6.6

O ponto mais alto do grafico é atingido no ponto P = (p, M) em que p
se encontra no interior (a,b) do intervalo fechado [a, b] e observemos que,
de acordo com o grafico, a derivada de f neste ponto deve ser nula, o
que é equivalente a dizer que a reta tangente ao grafico de f, ai, deve ser
horizontal. O ponto mais baixo do grafico é atingido na extremidade a
do intervalo. Outro fato que deve ser destacado é que em alguns pontos o
grafico esta em uma posicao mais alta ou mais baixa, se nos restringirmos
a intervalos pequenos centrados nestes pontos. Isto é traduzido matema-
ticamente dizendo que a fun¢ao atinge maximo ou minimo local, o que
serd formalizado nas defini¢oes abaixo.

Seja f uma funcao definida em um intervalo /. Diz-se que f atinge
mdazrimo local em um ponto p € I se existir um numero r > 0 tal que
f(z) < f(p), para todo x € I tal que z € (p —r,p+r)NI. Veja figura
6.7.

0 p-r pxptr

Fig. 6.7

Analogamente, diz-se que f atinge minimo local em um ponto p € [
se existir um ndmero r > 0 tal que f(z) > f(p), para todo = € I tal que
x € (p—r,p+r)NI. Vejafigura 6.8.
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0 p-rxp ptr

Fig. 6.8

Usa-se o termo extremo local para designar tanto o maximo como o
minimo local.

Um ponto de méaximo (minimo) local p é dito estrito se f(z) < f(p)
(f(z) > f(p)) para todo x nas condig¢oes acima.

Devemos observar também que uma fungao pode atingir varios maximos
ou minimos locais, conforme indicado nas figura 6.9.

Fig. 6.9

Temos o seguinte teorema.

Teorema 11. Se f possuir extremo local em um ponto p , entdo f ndo
serd derivdvel neste ponto ou f'(p) existird e serd igual a zero.

Geometricamente, a fungao f deixa de ser derivavel em um dado ponto
p pertencente ao seu dominio se a reta tangente ao grafico de f no ponto
(p, f(p)) ou é vertical ou nao esta definida. Veja figuras 6.10(a), 6.10(b) e
6.10(c).

z 4

Fig. 6.10(a) Fig. 6.10(b) Fig. 6.10(c)
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De maneira mais geral do que foi dito anteriormente, diz-se que p é
um ponto critico da funcdo f se f nao for derivdavel em p ou f’(p) existir e
for igual a zero. O teorema acima nos diz que se a funcao atingir extremo
local em um ponto p, ele sera critico. No entanto, deve-se observar que
o ponto pode ser critico mas nao ser extremo, como é o caso do ponto
x = 0 na fungao f(z) = 2*. Note que f'(0) = 0 mas 0 nao é ponto nem
de maximo nem de minimo. Veja figura 6.11.

v

Fig. 6.11

Para decidir se um ponto critico é de maximo ou de minimo local
podemos nos valer de alguns testes. Exibiremos dois deles.

Teorema 12. (Teste da primeira derivada) Seja p um ponto critico
de f e suponha que exista v > 0 tal que f'(x) > 0 sex € (p—1r,p) e
f'(x) <0 sex € (p,p+r), entao p € ponto de mdazximo local. Se f'(x) <0
sex € (p—r,p)ef(x)>0sex € (p,p+r), entao p € ponto de minimo
local.

Observe as figuras 6.12(a) e 6.12(b) a seguir.

P p

Fig. 6.12(a) Fig. 6.12(b)

Exemplo 50. Consideremos a funcao f(x) = x? definida em toda a reta
real R e observemos que seu tnico ponto critico é x = 0. Além disso,
f'(x) = 2x que é negativa se x < 0 e é positiva se x > 0, ou seja, antes do
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ponto critico a derivada é negativa e depois do ponto critico a derivada é
positiva. Assim, usando o teste da primeira derivada, verifica-se que 0 é
ponto de minimo local. No caso em questao ele é de fato minimo global e
tal funcao nao possui maximo local nem global.

Exemplo 51. A fungao f(x) = |z| ndo é derivavel apenas em = = 0, nos
demais pontos, ela é derivavel e a derivada é sempre diferente de zero.
Deste modo, x = 0 é o tnico ponto critico de f e, como é facil de ver, é
ponto de minimo global.

A4

Fig. 6.13

Antes de prosseguirmos com mais exemplos, enunciemos o teste da
derivada segunda.

Teorema 13. (Teste da derivada segunda) Seja p um ponto critico de
f e suponha que f"(p) ezista e seja nao-nula. Entdo f possui um extremo
local em p. Se f"(p) > 0 tal ponto serd de minimo local e se f"(p) < 0 tal
ponto serd de maxrimo local.

Observagao 6. Se f”(p) = 0, a fungao podera ter ou nao extremo local.
Por exemplo, se f(z) = x*, a derivada segunda de f é f”(x) = 6z e assim
f"(0) = 0 e a fungao ndo possui nem maximo nem minimo local em 0, pois
ela é sempre crescente em R. Porém, se considerarmos a funcao f(z) = x4,
teremos que f”(x) = 1222 e deste modo tem-se que f”(0) = 0 e vé-se que
0 ¢ ponto de minimo estrito (global), pois f(0) =0 e f(z) > 0 se z # 0.
Veja figuras 6.14(a) e 6.14(b).

A A

Fig. 6.14(a) Fig. 6.14(b)
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Exemplo 52. Encontremos os extremos locais da funcao
f(x) = 32" — 5.

Inicialmente observemos que essa funcao ¢ derivavel pois é um polinomio.
Determinemos seus pontos criticos. Sua derivada é

fl(x) = 152* — 1522
= 152%(2* — 1)
= 152%(z — 1)(z + 1)

e seus pontos criticos sdo obtidos fazendo f’(x) = 0. Assim, tais pontos
sao as raizes da equagao

152%(z —1)(z+1) =0
que sao x = —1,0,1. Usemos o teste da derivada segunda. Como
f"(z) = 602* — 30z
tem-se que
f"(=1)=-30<0, f(0)=0, f"(1)=30>0
Pelo teste da derivada segunda x = —1 ¢ ponto de maximo local, ao passo
que x = 1 é ponto de minimo local. Como a derivada segunda de f em

x = 0 se anula, nao podemos usar tal teste. No entanto, deve-se observar,
analisando a derivada primeira

f'(x) = 152%(2* — 1)

que ela é negativa para —1 < z < 1, ou seja, a fungao f é decrescente
nesse intervalo, e assim em z = (0 a fun¢dao nao atinge nem maximo nem
minimo.

Para concluir, devemos observar que a fungao em estudo nao possui
nem maximo nem minimo global, pois

lim f(z) =—00 ¢ lim f(z) =00

Fig. 6.15
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Exemplo 53. Encontremos os extremos globais da funcao
flz) =2® — 4o +6

no intervalo [—3, 10].

Inicialmente, observemos que tal f é continua no intervalo fechado
e limitado [—3,10]. Assim sendo, essa fungao atinge maximo e minimo
em [—3,10]. Esses extremos sao atingidos nos pontos criticos de f que
estejam no interior do intervalo [—3, 10] ou em suas extremidades —3 e 10.
Calculemos os pontos criticos que estejam situados no interior do intervalo
[—3,10]. Como f’(x) = 2x — 4 seu unico ponto critico é x = 2. Desde que
f"(z) =2 > 0 tem-se que tal ponto critico ¢ de minimo local. Os outros
candidatos a extremo sao r = —3 e x = 10. Como

f(=3) =27, f(2) =2, f(10) = 66

segue-se que 2 é ponto de minimo e 10 é ponto de maximo.

\

Fig. 6.16

Os dois exemplos acima sugerem certas regras que nos auxiliam na
analise do comportamento de fungoes.

Caso 1. f estd definida em toda a reta real R. Nesse caso devemos
proceder da seguinte maneira:

1. Determinar os pontos criticos de f.

2. Determinar os valores criticos de f.

3. Determinar o sinal de f’(x) entre os pontos criticos.
4. Determinar os zeros de f.

5. Analisar o comportamento de f quando x tende para =+oo.
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Antes de prosseguirmos, cabe uma observacao. Dada uma funcao
f: 1 — Rospontos z € I tais que f(x) = 0 sdo chamados zeros da fungao
f. No caso particular em que f é um polinomio tais zeros sao chamados
raizes de f.

Caso 2. f esta definida em um intervalo fechado [a, b].

1. Verifique se f é continua em [a, b].

2. Se no item 1 a resposta for afirmativa, isso significard que f possuira
extremo global em [a, b].

3. Esses extremos sao atingidos ou em pontos criticos de f situados no
intervalo aberto (a,b) ou em a ou em b.

4. Determinar os valores criticos de f, ou seja, os valores atingidos por
f em seus pontos criticos.

5. Determinar os valores de f nas extremidades a e b.

6. Comparar os valores obtidos nos itens 4 e 5. O maior sera o0 maximo
global e 0 menor o minimo global.

4 Concavidade e pontos de inflexao

Seja f uma fungao continua em um intervalo I e derivavel em um
ponto p pertencente ao interior de I. Seja y = T'(z) a equacao da reta
tangente ao grafico de y = f(x) em um ponto com abscissa p. Um calculo
elementar mostra que a equacgao da reta tangente ao grafico da fungao f,
no ponto (p, f(p)), é dada por

y=T(x) = f'(p)(x —p) + f(p)

Se f(x) > T(z) para x € (p—€,p+€) — {p}, para algum € > 0, entao,
para x neste conjunto, o grafico de y = f(z) estd acima da reta tangente
ao referido grafico em p, conforme mostra a figura 6.17.

p-e p pte

Fig. 6.17
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Diz-se entao que f é concava para cima em p.

Analogamente, se f(z) < T'(z) em um conjunto como acima, teremos
que o grafico de y = f(z) esta abaixo da reta tangente ao referido gréfico
em p. Vide figura 6.18.

p-e p pte

Fig. 6.18

Diz-se entao que f é concava para baixo.

Diz-se que p é ponto de inflexao do grafico da funcao y = f(x) quando
existir € > 0 tal que: se € (p —€,p) entdo f(x) > T(x) e x € (p,p+€)
entdo f(z) < T(x) ouz € (p—€,p) entdo f(x) < T(x) ex € (p,p+ €)
entao f(z) > T'(z). Estas condigdes nos dizem que p é ponto de inflexao se
o grafico de y = f(x) mudar de concavidade em (p, f(p)). Veja as figuras
6.19 onde sao ilustradas varias situagoes que podem ocorrer.

Fig. 6.19(a) Fig. 6.19(b) Fig. 6.19(c)

Pode-se verificar a concavidade do grafico de uma funcao usando algu-
mas regras que serao enunciadas a seguir.

Regra 5. Se f”(p) existir e for positiva, entao f’ serd crescente em algum
intervalo aberto contendo p, e assim f sera concava para cima em p.

Regra 6. Se f”(p) existir e for negativa, entdo f’ serd decrescente em
algum intervalo aberto contendo p, e assim f serd concava para baixo
em p.
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Regra 7. Se f possuir um ponto de inflexdo em p, entdo ou f”(p) nao
existird ou f”(p) existira e serd igual a zero.

Regra 8. Suponhamos que f” exista em um conjunto da forma (p—e,p+
¢) —{p}, para algum € > 0, que ou f”(p) nao exista ou f”(p) exista e seja
igual a zero e que f” mude de sinal ao passar por p. Entao p é ponto de
inflexao de f.

Regra 9. Se f(p) = 0 e se a terceira derivada f"”(p) existir e for diferente
de zero, entao p sera ponto de inflexao de f.

Exemplo 54. Encontremos os ponto de inflexao e analisemos a concavi-
dade da funcao
f(z) =2* —22° + 3x — 4.

Observemos que f”(z) existe, qualquer que seja z € R. Portanto, pela
Regra 3, os candidatos a pontos de inflexao de f sao as raizes da equagao

f(z) =122% — 122 = 122(z — 1)

que sao os pontos x = 0 e x = 1. Pelas Regras 1 e 2, f é concava para
cima no intervalo (—oo,0) pois f”(x) > 0 se z < 0, concava para baixo
no intervalo (0, 1), pois f”(z) < 0se 0 < x < 1, e concava para cima no
intervalo (1, +00), pois f”(x) > 0 se x > 1. Portanto, z = 0 ¢ z = 1 sao
ambos pontos de inflexao de f.

Fig. 6.20

5 Exercicios resolvidos

1. Verifique se é possivel aplicar o teorema de Rolle a fungao f(z) =
z? — 2 — 3 no intervalo [—1, 3].
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Solugao. Inicialmente observemos que f é continua em [—1,3] e
derivavel no intervalo aberto (—1,3). Na verdade, f é derivavel no
intervalo fechado [—1, 3] sendo que em —1 pode-se calcular apenas
a derivada lateral a direita, ao passo que em 3 é possivel apenas
calcular a derivada lateral a esquerda. Além disso, f(—1) = f(3) =
0. Fazendo f'(x) = 0, obtemos x = 1. Assim, f'(1) =0e —1 <
1 < 3.

. Verifique que o teorema de Rolle nao se aplica a funcao

2—r—06

flx) =

r—1

em [—2,3].

Solucao. Basta observar que a funcao nao estd definida em x = 1
e 1 € [-2,3]. Logo, no intervalo [—2, 3], o teorema de Rolle nao é
aplicavel.

2 1

. Verifique se o teorema de Rolle se aplica a fungdo f(x) = z° — 22°

no intervalo [0, §].

Solugao. Inicialmente observemos que f é continua em [0, 8] e de-
rivavel em (0, 8) (f nao é derivdvel em 0). Também, f(0) = f(8) =0

1 _2
e ent@o o teorema de Rolle se aplica. Desde que f'(z) = %x :— %x ?

fazendo f'(x) = 0, encontramos x = 1, o qual estd entre 0 e 8.

Aplique o teorema do valor médio & fungao f(x) = 3z* — 5z + 1 no
intervalo [2, 5].

Solugao. Inicialmente observemos que a funcao f é derivavel no
intervalo [2,5]. Além disso, f'(z) = 62 — 5. Pondo

()~ f(2) _51-3

=16
o—2 3

6c — 5 =

de modo que ¢ = %, o qual estd entre 2 e 5.

Exercicios propostos

. A funcao f é concava para cima em p se ela possuir minimo local

estrito em p e concava para baixo em p se ela possuir maximo local
estrito em p. Verdadeiro ou falso?

. Encontre os pontos de inflexao e analise a concavidade da fungao

y= f(z) =22" — 327 + 20 + 2.
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3. Encontre os pontos de inflexao e analise a concavidade da fungao

1‘3

V=10 = e

em, que a ¢ uma constante.

4. Para que valores de ¢ a funcao y = 23 + cx? + 1 possui um ponto de
inflexdo em = = 1.

5. Consideremos a funcgao
f(z) = 2* — 62° + 1222 — 102 + 1.
Determine:
(a) Os pontos criticos de f.
(b) Os pontos que anulam f”(x).
(c) Os pontos criticos que sao de maximo ou de minimo.
)

(d) Os pontos de inflexao de f.

6. Determine as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo da fungao
y=f(z) =2 - 32 + 42 — 12.
7. Prove que toda funcao polinomial da forma
f(z) = az® + ba® + cx +d com a # 0

possui um unico ponto de inflexao e determine sua abscissa.
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7 Respostas dos exercicios propostos

1. Falso. Tome, por exemplo,

0 se —1<z<1
flz) = r—1 se x>1
—xr—1 se r<—1

2. —1 ¢ 3 sdo pontos de inflexdo de f. No intervalo (—oco,—3) f ¢
11

concava para cima, no intervalo (—3, 5) f ¢ concava para baixo e no

intervalo (3, 400) f é concava para cima.

3. Se a = 0 entao f nao tem pontos de inflexao e nao é concava para
baixo e nem para cima em nenhum intervalo. Se a # 0 entao 0, —3a
e 3a sao os pontos de inflexao de f. Se a > 0 entao f é concava para
cima em (—o00, —3a), é concava para baixo em (—3a,0), é concava
para cima em (0, 3a) e é concava para baixo em (3a, +00). Se a < 0
entdao f é concava para cima em (—o0, 3a), é concava para baixo em
(3a,0), é concava para cima em (0, —3a) e é concava para baixo em

(—3a, +00).
4. =3
5. (a) 1,2
(b) 1,2
(c) 3
(d) 1,2
6. 1

7. A segunda derivada fungao f(z) = az® + bz* + cx + d é dada por
f"(x) = 6ax + 2b. Essa segunda derivada tem um tnico zero, a
saber, —3%. Além disso, f” é uma funcao afim, logo ela tem sinais

contrérios nos intervalos (—oo, =) e (— 4, +00), 0 que implica que

a concavidade de f nesses intervalos tem nomes contrarios. Portanto,

—31 é o unico ponto de inflexao de f.
a

Nesta aula vocé aprendeu:

e 0 teorema do valor médio e algumas aplicagoes;
e a determinar os pontos de maximo e de minimo de certas fungoes.

e a determinar a concavidade e os pontos de inflexao de certas fungoes.
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8 Apéndice

Michel Rolle

Michel Rolle foi um matematico francés, nascido em Ambert, Basse-
Auvergne, a 21 de abril de 1652 e falecido em Paris, a 8 de novembro de
1719. Rolle possuia uma pequena educagao formal, sendo, principalmente,
um autodidata. Inicialmente, ele trabalhou em Ambert e vizinhancas
como assistente de advogados, e em 1675 dirigiu-se a Paris, onde trabalhou
como escriturario e especialista em Aritmética.

Foi eleito para a Academia Real de Ciéncias, em 1685, e tornou-se
Pensionnaire Géometre da Academia em 1699.

Rolle trabalhou em Anélise Diofantina, Algebra e Geometria e publicou
um trabalho, Traité d’algébre, sobre a teoria das equacoes. No entanto,
ele é mais conhecido pelo Teorema de Rolle, enunciado nesta aula, que foi
inicialmente publicado, em 1691, em um livro pouco divulgado.



Aula 7

Aplicacoes da derivada

Objetivos

e Aplicar a derivada em problemas de taxas relacionadas.
e Aplicar a derivada em problemas de otimizacao.

e Aplicar a derivada em construcao de graficos de fungoes.

Esta aula serda dedicada ao estudo de varias aplicagoes praticas do
conceito de derivada, o que servird de amostra da importancia do Calculo
Diferencial na analise de questoes oriundas da Fisica, Economia, etc.

1 Taxas relacionadas

Comegaremos as aplicagoes com as chamadas Tazas Relacionadas. Nes-
ses problemas sao dadas as taxas de variacao de uma determinada quan-
tidade com respeito a uma certa variavel (usualmente o tempo) e pede-se
para determinar a taxa de variagao daquela quantidade com respeito a
outra variavel. Neste ponto, devemos relembrar que a entidade matematica
que mede taxas de variacao é exatamente a derivada. Veja aula 5.

O que foi dito acima sera perfeitamente entendido por meio dos exem-
plos que serao exibidos a seguir.

Exemplo 55. Consideremos um circulo de raio r e designemos por A a sua
drea. Suponhamos que r cresca com o tempo t. Observemos que A = mr?
e sendo r uma func¢ao do tempo t teremos que A também depende de t e
assim podemos calcular a taxa de variacao de A com relagao ao tempo t.
Para isso usaremos a regra da cadeia que nos fornece

dA_dA dr
dt  dr dt’

139



140 Célculo - aula 7 UFPA

Suponhamos que, em certo instante, o raio seja igual a 5cm e esteja
crescendo a uma taxa de 10cm/s. Podemos, entdo, determinar a taxa
de variacao da area A com relacao ao tempo nesse instante, por meio da
expressao acima, para obter

dA 5 dr
dt dt
e assim JA
—- =2m5 - 10em? /s = 100 cm?/s”

Exemplo 56. Um tanque cilindrico de raio igual a 10 m esta sendo abaste-
cido com 4gua a razao de 314m?/min. Encontremos a taxa de variagao
da altura da agua.

Solucgao. Seja V' o volume de dgua contida no tanque, no tempo ¢. Entao

V = 7(10)*h. Assim,

av dh

— = 1007 - —

dt Tt
av dh 314
Como i 314m?/min, teremos que 314 = 1007 - m e dai = 100n
e aproximando 7 por 3,14 obtém-se que — = 1. Portanto, a altura da

dgua estd crescendo a uma taxa de 1 m/min.

Exemplo 57. Um foguete esta subindo verticalmente com velocidade ini-
cial de 400m/s. Sua altura s, apds t segundos, ¢ dada por s = 400t — 16¢>.
Encontremos a taxa de variacao da distancia do foguete a um obser-
vador que se encontra no solo a uma distancia de 1800m do local de
lancamento, quando o foguete encontra-se subindo e estd a 2400m do
local de lancamento.

Seja u a distancia do foguete ao observador, conforme figura 7.1.

4/7 1800m

Fig. 7.1

Usando o teorema de Pitdgoras, obtém-se u? = s* + (1800)2. Portanto,

d
QUE = 2s- d—j, e assim
du ds
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Quando s = 2400, temos que u? = (2400)?+(1800)2, logo u = 3000. Desde
que s = 400t — 16t%, quando s = 2400, tem-se que 2400 = 400t — 16¢2, ou
seja, t2 —25t+150 = 0, ou ainda (t—10)(t—15) = 0. Assim, o foguete est4
a 2400 m do solo quando t = 10s. Mas, d—i = 400 — 32t. Logo, quando

t=10s, @ = 400 — 32.10 = 80. Substituindo em w - @ =5- @, obtemos
dt dt dt

d d
3000 - d_? = 2400 - 80, de onde segue que d_? = 64. Entao a distancia do
foguete ao observador cresce a uma taxa de 64m/s quando ¢t = 10s.
Exemplo 58. Um objeto se move ao longo do gréfico de y = f(x). Em
1

um certo ponto, a inclinagao da reta tangente a curva é 5ea abscissa x do

objeto esta decrescendo a uma taxa de 3 unidades por segundo. Naquele
ponto, qual a velocidade com que a ordenada y esta variando?

Como y = f(z), usando a regra da cadeia, teremos

dy , dz
a f(z) - at
, . 1 dx .
Desde que f'(z) é igual a 3 e i —3, no ponto em questao, segue-se
dy 1
—=—-(=3)=—=.
que dat 2 (=3) 2

Exemplo 59. Uma particula estd movendo-se ao longo da curva y =
2? + 2z. Em qual (ou quais) ponto (ou pontos) as coordenadas = e y da
particula se deslocam com a mesma taxa de variacao?

Temos que
dy dx dx
A, V) il
T T
d d 1
Quando w_ teremos 2x + 2 = 1, logo 2x = —1. Portanto, z = —= e
dt  dt 2
__3
y - 4 N

Exemplo 60. Dois lados de um triangulo medem 15cm e 20cm. Com
que velocidade o terceiro lado estd crescendo quando o angulo « entre os
lados dados acima mede 60° e esta crescendo a uma velocidade de 2° por
segundo?

Designemos por x a medida do terceiro lado do triangulo. Usando a
lei dos cossenos,

2% = (15)* + (20)2 = 2-15-20 - cos a
d
Portanto, 2x d_j = 600 (sen «) d—?, ou seja, x d—f = 300 sen « d_(z . Como foi

d
dito > =2 ( =) = Zrad /s. (Observemos que devemos transformar a
dt 180 90
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3
medida do angulo para radiano.) Quando a = 60°, temos que sen o = g

1 1
e cosa = 5 logo z2 = 225 + 400 — 6005 = 325,x = 5V 13. Portanto,

dx V3 T dz T
V13- — = =] =). Assim — = — .
5v13 o 300 ( 5 ) <90) ssim — \/@cm/s

2 Problemas de otimizacao

Outro tipo de problema que mostra a utilidade pratica da derivada
sao os chamados problemas de otimizacdo que consistem, grosso modo,
em determinar maximos e minimos de fungoes. Os exemplos a seguir e
os exercicios propostos darao ao estudante uma excelente idéia dos tipos
de questoes que podem ser abordadas usando técnicas de derivagao desen-
volvidas nas aulas precedentes.

Exemplo 61. Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, deter-
minemos o de maior area.

Sejam x e y as dimensoes de um retangulo cujo perimetro P seja fixado.

Assim, 2x + 2y = P e sua area A é dada por A = xy. Explicitando y em
P —2x
e dai

funcao de x, obtemos y =

P—-2z 1

A==z

ou seja, A é uma funcdo da varidvel z que satisfaz 0 < x < P/2. De
A(z) = 3(Pz — 22%) obtém-se A'(z) = 3(P — 4z) e A”(x) = —2. Desse
modo, o tnico ponto critico da fun¢do A(z), z = %, ¢ ponto de maximo
pois A”(z) < 0. Sendo x = % segue-se que Yy = f, de onde se conclui que,
dentre todos os retangulos de perimetro fixado, o que envolve a maior area

é o quadrado.

Exemplo 62. Uma péagina impressa deve conter 60 cm? de matéria im-
pressa. As margens laterais devem medir 5cm e as margens superior e
inferior devem medir 3cm. Vamos determinar as dimensoes do material
impresso a fim de minimizar a area do papel a ser usado.

Sejam x e y, respectivamente, as dimensoes do material impresso, con-
forme esta indicado na figura 7.2.
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Fig. 7.2

Assim, xy = 60. A quantidade total de papel é dada por A = (z+10)(y +
6) = (z +10)(2 +6) =6(10 + = + 12 + 10) = 6(20 + = + 12%), em que =
¢ um nimero positivo qualquer. Como A'(x) = 6(1 — £2), o tinico ponto
critico desta funcao é x = 10, pois x assume apenas valores positivos.
Além disso, A”(x) = 1320, que é sempre positiva em virtude de z > 0.
Entao x = 10 é ponto de minimo absoluto pois é o Unico ponto critico de
A. Dai, como zy = 60 segue-se que y = 6. Portanto, as dimensoes que

produzem o minimo de papel a ser utilizado sao = 10cm e y = 6cm.

Exemplo 63. Encontremos dois niimeros nao-negativos x e y cuja soma
seja 300 e para os quais 2%y é maximo.

Por hipétese temos que = + y = 300. O produto P = 2%y pode ser
escrito em fungio apenas de x como P(x) = 2?(300 — x) = 300z% — 23,
pois y = 300 — z. Desse modo, 0 < z < 300 e como a funcao P é
continua ela atinge maximo e minimo no intervalo [0,300]. Tais extremos
sao atingidos ou em x = 0 ou em x = 300 ou no(s) ponto(s) critico(s) de P
que esteja(m) contido(s) no intervalo aberto (0,300). Determinemos o(s)
ponto(s) critico(s) de P. Temos que P'(x) = 600x — 3z*. Assim, o tinico
ponto critico de P no intervalo (0,300) é x = 200. Observemos que z = 0
também anula a primeira derivada de P. No entanto, estamos interessados
apenas naqueles pontos que estejam no intervalo aberto (0, 300). Testemos
os valores de P nos pontos 0, 200, 300.

z 0] 200 ]300
P(x) [0]4-10°] 0

Segue-se daf que o valor maximo de P é 4-10° e ¢ atingido em 2z = 200 e
o correspondente valor de y é 100.

Exemplo 64. Um retangulo é inscrito na elipse

ZEQ y2

A
400+225

com seus lados paralelos aos eixos da elipse. Veja Fig. 7.3.
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(0,15)

(20,0)

Fig. 7.3

Encontremos as dimensoes do retangulo de perimetro méaximo que pode
ser assim inscrito.

Consideremos (z,y) um ponto do primeiro quadrante e y como fungao
de x. Derivando ambos os membros da equacao da elipse com relacao a
x, tomando y como funcao de x, obtemos

x 2y dy

200 " 225dr

em que usamos a regra da cadeia para derivar y?, considerando y como
funcao de x. Portanto,

dy 9z
de 16y
Como o perimetro P é dado por P = 4z + 4y, tem-se que
dP d 16y —
_:4+4_y:4(1_ 9x>:4 by 9x.
dz dx 16y 16y

—9x
&P 9 {y_”“"( 16y)} 9 1612 + 92

Também, w1 ) =1 Tgﬁ < 0. Resolvendo
dP

dx
encontramos z? = 256, de onde segue que x = 16 e y = 9. Desde que
a segunda derivada de f é negativa, este tnico ponto critico produz o

perimetro maximo.

= 0 obtemos 16y = 9x e entao, substituindo na equacao da elipse,

Exemplo 65. Encontre um ntumero positivo  que excede seu quadrado
pelo maior valor possivel.

Devemos analisar a fungdao f(x) = z — 2? em que z é um nimero
positivo. Entao f'(x) = 1 —2x e f’(x) = —2. Portanto, o tinico ponto
critico de f é x = % . Desde que a derivada segunda é negativa, seu unico
ponto critico produz um méximo absoluto.
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Exemplo 66. Duas cidades A e B estao, respectivamente, a akm e a
bkm de uma estrada, conforme figura 7.4.

A B

a km b km

Jg g E D
Fig. 7.4

Os pontos C' e D sobre a estrada sao os que estao mais proximos de A e
B, respectivamente, e estao a uma distancia de ckm um do outro. Uma
estacao F esta localizada na estrada de modo que a soma das distancias
de A e B a FF é minima. Encontre a posicao de F.

Seja = a distancia de ' a C. Entao a soma das distancias de A e B a
E é dada pela fungao f(z) = va? + 22 + /b + (c — z)2. Portanto,

T cC—T

= VO (c— 1)

f'(x)

Fazendo f’(z) = 0 obtemos

ac
Ca+b’

Para verificar que tal valor produz um minimo global, calculemos f”(x).
Um calculo simples, porém longo, nos da
a? b?
" o
fi(x) = (a® + 12)3/2 + 0% + (c — )2]3/2

que é positivo. Entao, o ponto critico obtido é de minimo.

3 Tracado de graficos

Dada uma fungao, é interessante e instrutivo representa-la graficamente
por meio de uma curva plana constituida por pontos da forma (z, f(x)), em
que z pertence ao dominio da funcao f. Essa representacao é importante
pois, por meio dela, pode-se fazer a andlise do comportamento de f, ou
seja, quando ela cresce ou decresce, seus pontos de maximo e de minimo,
seu comportamento em +o0o e —o0, determinagao de assintotas, etc. Pode-
se dizer que o grafico de f é a sua fotografia, compreendida até mesmo
por pessoas que nunca tenham estudado Calculo.
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Para o tracado de graficos, estabeleceremos algumas passos que, muito
embora nao sejam algo dogmatico, ajudarao o aluno, principalmente o ini-
ciante, a ter sucesso neste desiderato. Desde ja, aconselhamos o estudante
a resolver o maior niimero possivel de exemplos, pois é por meio deles que
se ganha exceléncia neste assunto.

Eis os passos para tragarmos o gréfico de uma funcao y = f(x).

Passo 1. Caso zero pertenga ao dominio de f, calcule f(0), ou seja,
determine o ponto em que o grafico de f intersecta o eixo oy.

Passo 2. Determine, se possivel, os pontos nos quais o grafico de f in-
tersecta o eixo ox. Tais pontos sao chamados zeros de f. Deve-se observar
que nem sempre tal empreitada é simples ou até mesmo possivel.

r——00

Passo 3. Determine lim f(x) e hIJP f(z).

Passo 4. Caso a nao pertenca ao dominio de f, mas seja extremidade
de intervalos que compoe o dominio, calcule os limites laterais de f em a.

Passo 5. Determine, caso existam, as assintotas do grafico de f. Isto
acontece normalmente quando f possui alguma singularidade.

Passo 6. Calcule a derivada f'(x).

Passo 7. Determine os pontos criticos de f, ou seja, os valores de x
tais que f’'(z) = 0.

Passo 8. Determine os intervalos onde f cresce e onde ela decresce.
Para isto, deve-se determinar os valores de = para os quais f'(z) > 0 ou

f'(z) <0.
Passo 9. Determine f”(z).
Passo 10. Determine os pontos x tais que f”(x) = 0.

Passo 11. Determine os valores de = para os quais f”(x) > 0 ou
f"(x) < 0. Dessa maneira encontraremos as regioes de concavidade da
curva.

Exemplo 67. Consideremos o trinomio do segundo grau

f(x) = ax® + bz + ¢, onde a # 0

e tracemos seu grafico.

Seguindo o roteiro acima, temos que f(0) = ¢ e assim o gréfico de f
intersecta o eixo oy no ponto (0, c). Verifiquemos o comportamento de f
em —oo e +oo. Para isto, observemos que f(z) pode ser escrita como

T

fla) = o2 (a+§+ CQ>
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b ¢
e desde que — e — tendem a zero quando x — 00 teremos que
r T

lim f(z) =400 se a>0

r—+to0

ou
lim f(z) =400 se a <O0.

T—300

A derivada de f é f'(z) = 2ax + b. Portanto, o dnico ponto critico de

féxr= —5g7 ou seja, tal ponto é o uinico que anula a derivada de f.
a

Estudemos o sinal de f’(z). Suponhamos, inicialmente, que a > 0.

Assim, f'(x) = 2ax +b > 0 se, e somente se, r > ~5, Ou seja, f
a
, : b .
é crescente no intervalo (—2—,+oo). Analogamente, prova-se que f é
a

decrescente em (—o0, —2—) Dali, conclui-se que o 1unico ponto critico
a

~5a ¢ de minimo. Se a < 0 tem-se que tal ponto critico é de maximo.
a
Se quiséssemos usar o teste da derivada segunda, teriamos que calcular

f"(x) = 2a. Essa derivada serd positiva se a > 0 e, neste caso, o ponto
critico serd de minimo, pois f”(x) > 0, e se a < 0 o ponto critico serd de
maximo pois f”(z) < 0. O valor do maximo (ou minimo) é dado por

b b? — 4ac
/ <_2_> AT

Os possiveis perfis do grafico de f sao esbocados nas figuras 7.5 a seguir.

a>0 e b-4ac<0 a>0 e b-4ac=0 a>0 e b>-4ac>0
Fig. 7.5(a) Fig. 7.5(b) Fig. 7.5(¢c)
a<0 e b-4ac<0 a<0 e b-4ac=0 a<0 e b-4ac>0

Fig. 7.5(d) Fig. 7.5(e) Fig. 7.5(f)
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Exemplo 68. Consideremos a fungao

1
)= —
fa) =~
que, evidentemente, estda definida somente para valores de x que sejam
diferentes de zero. Claramente, f(z) > 0 se z > 0 e f(z) < 0 se
x < 0 e assim o gréafico de tal fun¢ao estara contido nos primeiro e terceiro
quadrantes. Verifiquemos o comportamento de f nas proximidades de
z = 0.

Quando x — 0% teremos que i — 400. Analogamente, se x — 0~

teremos que 1 .
T

Também,

. 1
lim — =0.
r—too I

Dessas observacoes segue-se que os eixos coordenados or e oy sao
assintotas do grafico de f.

1
A derivada de f é dada por f'(x) = —— € assim f nao possui pontos

criticos, sendo decrescente nos intervalos (—oo,0) e (0, 4+00).

Para analisarmos a concavidade de f, usamos a sua derivada segunda
que é dada por f"(z) = g e dai f é concava para cima se x > 0 e concava
para baixo se x < 0.

Do desenvolvido acima chega-se a conclusao de que o grafico de

1
f(z) = — é representado pela figura 7.6 a seguir.
x

Fig. 7.6

Exemplo 69. Consideremos a fungao

2z

o) =1

Inicialmente observemos que f(0) = 0, o que nos diz que o gréfico de f
passa pela origem (0, 0).
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Analisemos o comportamento de f no infinito, ou seja, calculemos

lirf f(z). Para isto, devemos observar que, se fizéssemos o limite do
T— =00

numerador e denominador da fung¢ao, chegariamos a uma indeterminagao
do tipo 2. Para levantarmos esta indeterminagao, escrevamos a fungao f
na seguinte forma

2 +1
que ¢ obtida dividindo-se o numerador e o denominador da funcao por x2,
que é o termo de maior poténcia entre o numerador e o denominador de
f. Segue-se entao que, quando x tende para +o0o, o numerador tende a
zero e o denominador tende a 1, e a indeterminacao desaparece. Entao
lim f(z) = lim 2 =0

z—+o0 z—+oo | + 1’2

Calculemos a derivada de f para analisarmos os pontos criticos e as
regioes de crescimento e de decrescimento de f. Utilizando as regras usuais

de derivacao, obtemos
2 — 222
, —_—
f (l’) - (1+I2)2

de onde resulta que os pontos criticos de f sao x = +1.

Se —oo < x < —1, a derivada f'(z) < 0 pois para estes valores o
numerador da derivada é negativo e o denominador é sempre positivo.
Assim, f é decrescente no intervalo (—oo, —1). Jd no intervalo —1 < z < 1
a funcao é crescente pois o numerador 2 — 2z% da funcao é positivo. No
intervalo 1 < & < 400 a funcao é decrescente, e entao x = —1 é ponto de
minimo e z = 1 é ponto de maximo.

Calculemos a derivada segunda de f. Usando as regras de derivagao e
apos as devidas simplificacoes, obtém-se

g Ax(x® = 3)
f (l’) - (1+$2)3

e constata-se que esta derivada segunda se anula nos pontos z = 0, = v/3
e x = —/3. Verifica-se facilmente que:

(i) Se x < —/3, entdo f"(z) < 0 e assim f é concava para baixo neste
intervalo.

(ii) Se —v3 < x < 0, entdao f”(z) > 0 e assim f é concava para cima
neste intervalo.

(iii) Se 0 < = < /3, entdo f"(x) < 0 e assim f é concava para baixo
neste intervalo.
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(iv) Se V3 < z, entdo f”(z) > 0 e assim f é concava para cima neste
intervalo.
Logo, t =0, x = v/3 e = —/3 sdo pontos de inflexao.

De posse destas informagoes temos que o gréafico de f é como na figura
7.7, a seguir.

Fig. 7.7

Exemplo 70. Introduzindo uma Equacao Diferencial.

Neste exemplo anteciparemos o estudo das Fquagoes Diferenciais exi-
bindo um estudo preliminar das chamadas Pontes Suspensas.

Para construir uma ponte suspensa, constroem-se duas torres e pen-
dura-se um cabo entre elas. Desse cabo prende-se um grande niimero de
cabos verticais que sao usados para segurar a ponte propriamente dita.
A ponte é praticamente horizontal e seu peso é muito grande comparado
com o peso total dos varios cabos que a sustentam. Em virtude disso,
desprezaremos o peso desses cabos no modelo que iremos estudar.

Nosso objetivo é determinar a forma do cabo principal da ponte sus-
pensa. Desde que a forma geométrica do cabo principal é simétrica com
relagdo ao seu ponto mais baixo, consideraremos o eixo vertical oy pas-
sando por este ponto, e em virtude da simetria consideraremos somente a
parte direita do cabo correspondente ao intervalo [0, x]. Veja figura 7.8

y
T(x)seno. 4 T(x)
-
ool
§ T(x) cos o
0 x
Fig. 7.8

Considerando que a ponte esteja em equilibrio, ou seja, nao haja os-
cilagdo, a resultante das forgas que agem sobre ela é nula. Seja T'(0) a
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tensao atuando sobre o cabo no ponto 0, conforme a figura. Desde que
esse é o ponto mais baixo do cabo principal, 7(0) deve ser horizontal.
Seja T'(x) a tensao atuando no ponto do cabo correspondente ao ponto de
abscissa x. Esta tensao puxa o cabo para cima e para a direita ao longo
da tangente ao cabo, fazendo um angulo v com a horizontal, de acordo
com a figura. As componentes horizontais e verticais da tensao 7'(x) sao
dadas, respectivamente, por

T(x)cosa e T(z)sena.

Admitamos que o peso da ponte seja uniformemente distribuida de modo
que, se p for a densidade de massa da ponte, tem-se que o trecho corres-
pondente ao intervalo [0, z] terd peso pz. Conseqiientemente, em virtude
de termos equilibrio da ponte, chega-se as equagoes

T(0)=T(x)cosa e pr=T(x)sena.

Relembrando o fato basico e essencial de que a derivada é representada
geometricamente pela inclinagdo da reta tangente ao grafico da fungao,
tem-se

W_
o, e
Das equacoes precedentes, obtém-se
pT
d—y:tga: sena T(x) p .
dx cosa  T(0) T(0)"
T(x)
Temos, entao, uma equacao diferencial
dy p
& = T(0)"

que é uma equagao cuja incégnita é uma fungao, no caso a fungao y = y(x),
que nos fornece o perfil do cabo principal. Ora, usando as regras de de-
rivagao previamente estudadas, tem-se que uma funcao que satisfaz tal

equacao diferencial é
P

~27(0)
em que hg é uma constante arbitraria. Na verdade, provaremos mais
adiante que todas as solugoes da equacao diferencial estudada sao dessa
forma.

$2—|—h0

Y

4 Exercicios resolvidos

1. O problema da reflexdo da luz (Descartes). Consideremos um espelho
plano, uma fonte luminosa S e um observador postado em um ponto
O, conforme figura 7.9.
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Fig. 7.9

Determinar a posicao do ponto M em que o raio luminoso, emitido
de S, devera atingir o espelho para entao seguir até o observador O,
admitindo que a luz siga a trajetéria mais curta.

Solucao. Devemos observar que a,b e [ sao dados do problema,
conforme figura 7.8, e procuraremos determinar a posi¢cao do ponto
M a partir do valor de z. Inicialmente observemos que a distancia
total percorrida pela luz, de S até O, é dada por

d(z) = SM + MO = Va2 + 2% + /12 + (I — )2,
Dai,

B x [ —x

Va2 + 2 \/62 + (I —z)?
e os pontos criticos de d sao obtidos fazendo-se d'(z) = 0, o que nos
fornece a igualdade

d'(z)

T l—x

= . 7.1
Va2 + z? b2+ (I —x)? =
Calculemos o valor de . Da igualdade anterior
2 (l—x)?
a2+ 22 b2+ (1—x)2
o que nos fornece
22 (I —x)?
PR
ou
r -
a b’
pois estamos admitindo @ > 0,b > 0 e 0 < z < [, donde
al
= . 7.2
v a+b (72)

Devemos observar que a equagao (7.1) possui um significado geométrico:
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x /7 ~ . . A . .
e ———— ¢ o cosseno do angulo de incidéncia i;
va? + 2?
l—x , . ~
é o cosseno do angulo de reflexao r.
b2+ (Il —x)?

Assim, cosi = cosr e, como os valores de i e de r estao restritos ao
intervalo (0, 5), teremos ¢ = r. Dai segue-se a lei da reflexao da luz,
descoberta por Descartes:

O angulo de incidéncia ¢é igual ao angulo de reflexao.

Para finalizar, devemos verificar que, de fato, o valor de x, obtido
em (7.2), é de minimo. Isto segue-se do teste da derivada segunda,
observando que

a? b?
(a2 + 22)3/2 + (b2 + (1 — 2)2)3/2

d"(z) = > 0.

Por conseguinte, x é ponto de minimo.

2. Inscrever, em um circulo de raio R, um triangulo isésceles cuja area
seja maxima.

Solucao. Consideremos as figuras 7.10 nas quais estao representados
circulos de raio R e triangulos isésceles inscritos AABC.

A A

£\,

B

L

B\_ b 7C
Fig. 7.10(a) Fig. 7.10(b)

Tracemos o triangulo AOBD a partir do qual temos
BO? = BD* + OD*.
Chamando OD = x e observando que BO é o raio do circulo, obtém-

se
BD = v R? — 22,

A area S = S(z) do triangulo é dada por

1 1
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em que —R < x < R e observemos que na figura 7.10(b) = assume
valores negativos. Derivando S(z), usando a regra do produto, tem-
se

S'(z) = VR =22 — M
R2 _ 12
ou ainda 2 p 2
9 _
S(r) = — LT
R2 _ 12

Assim, teremos S’(z) = 0 se, e somente se,
20+ Rt — R*=0

cuja solucao no intervalo —R < z < R é x = Verifica-se

R
R 2
facilmente que, para —R < x < bR tem-se S’(x) > 0 e, para

R
5 <@< R, tem-se S'(z) < 0edalz = 3 ¢ ponto de maximo.

Exercicios propostos

. Encontre as dimensoes do triangulo retangulo de maior area, de

modo que a soma dos comprimentos de um dos catetos com o com-
primento da hipotenusa seja uma constante c.

. Determine o cilindro circular reto de maior volume que possa ser

inscrito em uma esfera de raio R.

. Dados os pontos A = (0,3) e B = (4,5), encontre o ponto P sobre

0 eixo oz para o qual a distancia |AP| + |PB| ¢ a menor possivel.

. Em um experimento os resultados de n medidas da quantidade x

Sa0 T1, T2, ..., T,. Qual o valor de z que minimiza a expressao (r —
1)+ (x—m)?+ ..+ (v —1,)%?

. Dado o ponto P = (a,b) no primeiro quadrante, encontre a reta que

passa por P e que forma com os semi-eixos coordenados o triangulo
de menor area.

. Dentre todos os ntmeros nao negativos x,y tais que = + y = 5,

encontre aqueles tais que o produto do quadrado do primeiro pelo
cubo do segundo seja 0 maximo possivel.

. Encontre o retangulo de area méaxima que pode ser inscrito em um

circulo de raio 1.

. Esboce os graficos das fungoes abaixo.
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() S0) = 5

(b) flz) =2 —222+1
(©) fla) = 5a®l* = 3220
(@) fla) = -

(€ fo)=z+-

(f) f(z) =32 -5z +1
(8) f(2) = 5

W) ) = 2

9. Em cada um dos itens a seguir, esboce o grafico de uma funcao
continua f que satisfaga as condi¢oes dadas.

(a) f(1)=-2,f(1) =0, f"(z) > 0, para todo z € R
(b) f(2)=3,f'(2) =0, f"(x) <0, para todo x € R
(c¢) f(1) L f"(x) < 0 para x > 1, f"(z) > 0 para z < 1,

lim_f(x) = oo, lim_f(r) = —oo

(d) f(0) = 0,f"(x) < 0 para x > 0, f’(x) > 0 para = < 0,
lim f(z) =1, EIEl flx)=-1



156

c
. Cateto= 3 hipotenusa:§

Célculo - aula 7

Respostas dos exercicios propostos

2c

. Altura do cilindro = —, raio do cilindro = /= R

()

1
) E(x1+x2+...+xn)

V3

b

Ly=——x+2b

a

.2ed

. Quadrado de lado v/2

UFPA
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Fig. 7.13

Fig. 7.14

Fig. 7-15

157
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Fig. 7-16
()
-1 0 1
Fig. 7.17
(h)
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,, N O E
-1
Fig. 7.18
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Fig. 7.20

Fig. 7.21
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Nesta aula vocé aprendeu:
e aplicar a derivada em problemas de taxas relacionadas;
e aplicar a derivada em problemas de otimizagao;

e aplicar a derivada em construcao de graficos de fungoes.
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7 Apéndice

Maximos e minimos no ensino médio

Os problemas de méaximos e minimos requerem, em sua grande maioria,
o conhecimento de técnicas do Calculo Diferencial, conforme foi visto nessa
aula e anteriores. No entanto, alguns problemas desse tipo podem ser
introduzidos, e resolvidos a contento, no ensino médio, usando técnicas
elementares. Uma dessas é conseqiiéncia do chamado completamento do
quadrado. Vejamos como isso é feito.

Seja
y=ar’+bxr+ec, a0,

um trinomio do segundo grau (fungao quadrética) e suponhamos que
queiramos calcular o seu valor extremo (méaximo ou minimo, dependendo

do sinal de a). Assim,
=
y=alr +—-x)+c
a

e desejamos fazer com que no termo entre parénteses apare¢ca um quadrado
perfeito. Sabe-se que o quadrado da soma de dois niimeros z e w é

(z +w)? = 2% + 22w + w?

e dai vejamos o que esta faltando no termo entre parénteses para chegar-
mos a um quadrado perfeito. Observemos que

b
_.a:’
a
b b\ b\?
= r249. . Z) =
v 2a x+(2a> (2a>

(2 ()

Em virtude disso, o trinomio em estudo pode ser reescrito como

b\’ b
y:a(x+2—a> —|—C—£.

Analisemos essa tultima expressao. Suponhamos inicialmente que a > 0.

2 2 .
Como (:L‘ + %) >0 tem—se; a (w + 2—2) > 0 de modo que o valor de y sera
minimo quando a (:C + %) =0 e, como a > 0, devemos ter x + % =0,
ou seja, o valor minimo de y sera atingido no ponto

b

Lmin = —% .
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Se a < 0, o trindmio do segundo grau atingird méximo no ponto

b
2a’

xméx =
de modo que o valor extremo da funcao quadratica, maximo ou minimo,
conforme a < 0 ou a > 0, serd dado por

—b% + 4dac

yext - 4@

Designando por A = b*—4ac, o conhecido discriminante da funcao trinomio

do segundo grau, teremos

A
yext - 4a
de modo que as coordenadas do ponto pertencente ao grafico de y que

corresponde ao extremo da fungao sao

Como deve ter ficado claro para o leitor, este método funcionou porque
trabalhamos com uma funcao quadratica e pudemos usar o estratagema
de completar quadrado.

O que acontece quando nao tivermos uma fun¢ao que nao seja do tipo
acima? J& que neste apéndice estamos no ambito do ensino médio, nao
nos € possivel usar o Célculo Diferencial.

Para algumas classes de fungoes poderemos proceder conforme é feito
no exemplo a seguir, o qual estd contido no motivador artigo de Paterlinit

Exemplo 71. Um paciente ingere um remédio no instante ¢t = 0. A
concentracao do remédio no sangue do paciente no instante ¢ pode ser
representada pela funcao

20t
244

C(t) =

para t > 0.
Calcule o instante em que a concentracao ¢ maxima.

Solugao. Inicialmente observemos que y € R estd na imagem da funcao C'

se a equacao
20t

214
tiver solugao t > 0. Essa equagao é equivalente a

Y

yt? —20t +4y =0

'Roberto Ribeiro Paterlini, Técnicas de Maximos e Minimos, Revista do Professor
de Matemadtica, SBM, N2 35(1997)34-38.
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que é uma equacao do segundo grau em t, cujos coeficientes sao y, —20
e 4y. Essa equacao possui solugao quando o seu discriminante for maior
do que ou igual a zero, ou seja, 400 — 16y%> > 0, o que é equivalente a
—5 < y < 5. Da expressao de C(t) temos que y > 0 se, e somente
se, t > 0, de modo que a imagem da funcao C', para t > 0, é o intervalo
fechado [0, 5]. Entao o valor maximo de C(t), parat > 0, é igual a 5. Para
obtermos o valor do tempo ¢ para o qual isso acontece, basta resolvermos
a equagao C(t) = 5, de modo que t* — 4t + 4 = 0 cuja solugao positiva é
t = 2. Veja o grafico da funcao C(t).

Fig. 7-23

Sobre maximos e minimos em problemas de Geometria o leitor esta
fortemente convidado a ler o estimulante artigo de Figueiredo?

2Djairo Guedes de Figueiredo, Problemas de Méximo e Minimo em Geometria
Euclidiana, Matemdtica Universitaria, SBM, N2 9/10, Dezembro(1989)69-108
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Aula 8

Mais aplicacoes da derivada

Objetivos

e Estudar a aproximagao de fungoes por polinomios.

e Estudar a regra de L’Hospital.

Nesta aula estudaremos duas outras aplicagoes da derivada, a saber,
a aproximacoes de fungoes por polinomios e a regra de L’Hospital. Esta
ultima é uma maneira engenhosa de calculo de certos limites de fungoes
usando derivada.

1 Aproximacao de funcoes por polindmios

Dentre as fungoes mais simples que se estudam na Matematica estao
os polinomios. Mas existem fungoes, conhecidas do leitor, que nao sao
representadas por polinomios. Dentre essas podemos destacar a funcao
exponencial, a funcao logaritmica, as fungoes trigonométricas e tantas
outras que se encontram na Matematica e suas aplicagoes. Entretanto,
existem classes de fungoes relevantes que podem ser aproximadas, em um
sentido a ser esclarecido oportunamente, por polinomios. Este é o caso da
fungao exponencial f(z) = e”. Mostraremos que os polinémios

filx) = 1+=x,

2

T
fg(l‘) = 1+x+§,

2 o
fg(l’) = 1+x—|—§+§,

2 o ozt
fa(z) = Itaotor+ oty

sao todos aproximacoes cada vez melhores da fungao exponencial.

165



E de bom alvitre lembrar que
em Matemadtica é interessan-
te estudar tépicos mais avan-
cados comparando-os com
outros previamente estuda-
dos. Quando trabalhamos
com nudmeros reais, o mais
interessante seria trabalhar
sempre com 0s nimeros racio-
nais. Porém, para felicidade
geral dos matematicos, exis-
tem os numeros irracionais.
O que se faz quando, em pro-
blemas préaticos, tem-se que
lidar com irracionais? Fa-
Zemos uma aproximacao por
numeros racionais. Lembre
de v/2 que é aproximado por
1,4, por 1,41, por 1,414 e as-
sim por diante, que sdo todos
racionais.
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Veja a figura 8.1 em que estao esbogados os graficos da funcao expo-
nencial e das funcoes f1, fo, f3 € fi4 e observe que tais graficos vao gradati-
vamente ficando mais préximos do grafico de y = e* nas proximidades de
r=0.

Fig. 8.1

Esta idéia, a de aproximar fungoes bastante gerais por polinomios, teve
origem com Maclaurin, matematico inglés do século XVII. Vide apéndice
desta aula. Comecemos com um exemplo ilustrativo.

Exemplo 72. Consideremos uma progressao geométrica de razao r > 0
e cujo primeiro termo seja a > 0. Assim, os termos dessa progressao sao

2 4
a, ar, ar?, ar®, art, ...

Pode-se provar facilmente que a soma dos n primeiros termos dessa pro-
gressao ¢é

1—r"
a—-—

1—r
Se r > 1 os termos da progressao tendem ao infinito, de onde se conclui
que a soma S, tende ao infinito. Se 0 < r < 1 observa-se que " tende a
zero, de modo que a soma de todos os termos da progressao geométrica
tende a

Sy =

1
a
1—7r

€ escreve-se 1

1—r
e de maneira mais sucinta, e eliminando o a,

1 =\
1—7“:27“

n=0

a :a+ar+ar2+ar3+ar4+...
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Isso nos diz que os polindmios
14+r+7r>+-- 47" paratodo, n=1,2,...,
sao aproximacoes de

1
1—7r

se 0 < r < 1. Mais geralmente, e usando x para designar a variavel, temos

:1+x—|—x2—|—x3+---+x”+---:Zx",paratodo —l<zx<l.

11—z
n=0

Desse modo, a funcao nao-polinomial 1 ¢ aproximada pelo polinémio

Pz)=1+2+2>+2° 4+ - +2"

(e.)
e a parte restante da soma infinita, E 2’ , tende a zero quando n tende
j=n+1
para o infinito.

Observacao 7. Expressoes da forma

o0
E a?’l?

n=1

em que a, ¢ um numero real para todo n € N, sao chamadas séries
numéricas, ou simplesmente séries, e nao sao somas no sentido usual da
palavra e sim um limite de somas. O que significa isto? Faremos uma breve
interpretacao intuitiva deste importante conceito, deixando os formalismos
para as aulas de Anélise.

Comecemos considerando um conjunto de numeros reais {ai, as,...}
dispostos numa certa ordem, de modo que a; seja o primeiro, as seja o
segundo, ..., a, seja o0 n-ésimo, e assim por diante. Deve-se enfatizar que
esta ordem nao significa que tenhamos a; < ay < .. ..

A custa desses nimeros construamos outro conjunto de nimeros s,
da seguinte maneira:

S1 = Qq,
S = a1 +CL2,
S3 = Qi +(12+6L3,

Sn = a1+a2+"'+an7
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para todo n = 1,2,.... Caso estes valores s, Sg,...S,,... Se aproximem
de algum nimero real s, diremos que a série >~ | a, converge e escreve-se

o0
s = E an,
n=1
ou
n
s = lim g aj.
n—oo
j=1
o oo .
Caso contrério diremos que a série >~ | a,, diverge.

No caso do exemplo 72 os nimeros a,, sao dados por

ai=1,a0=r a3=r% ...

e
S1 = 1
s1T = 147
sp = 147472

de modo que, se 0 < r < 1 (na verdade podemos ter —1 < r < 1), a série

E a, converge e

n=1

A formula de Maclaurin tem como objetivo generalizar o procedimento
esbocado no Exemplo 1. Em virtude dos objetivos iniciais deste curso, nao
entraremos nos detalhes formais das demonstragoes, deixando os rigores
matematicos para as aulas referentes a Analise.

Para estabelecermos a formula de Maclaurin, comecemos considerando
uma fungao y = f(x) definida e possuindo derivadas de todas as ordens
em um dado intervalo aberto I que contenha o ponto 0. Gostariamos de
expressar tal funcao na forma

f(x) = ap + arx + aga® + aza® + - + apa” + - . (8.1)

cujos coeficientes a;, 7 = 0,1,2,--- devem ser determinados de maneira
conveniente. O termo ag ¢ determinado atribuindo-se o valor x = 0 na
expressao (8.1). Assim,

f(O) = Q.

Para a determinacao dos outros usaremos um fato que nao é trivial, porém
¢ tentador. A expressdao em (8.1) é, digamos, uma soma infinita. No
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entanto, esse tipo de soma, chamada série de poténcias, é, na verdade,
um limite de somas finitas, e derivar termo a termo tal tipo de série é
algo véalido em um certo intervalo centrado em 0, chamado intervalo de
convergéncia, mas que nem sempre € possivel para as chamadas série de
fungoes. As funcoes que podem ser desenvolvidas como aquela na ex-
pressao (8.1) sao chamadas fungdes analiticas e sdo aquilo o que de melhor
podemos esperar no que concerne as fungoes.

Derivando uma vez, termo a termo, a expressao em (8.1), obtém-se
f(x) = ai+ 2a02 + 3azz® + dagx® + - - - . (8.2)
Fazendo-se x = 0 em (8.2), tem-se
f(0) = ax.

Para determinarmos o valor de ay, derivemos termo a termo a expressao
em (8.2):

f"(x) = 2ay+2-3asx + 3 - dagx® + - . (8.3)
Atribuindo z = 0 na expressao em (8.3), obtém-se f”(0) = 2as, e dai segue
que
J"0) _ (0
Ao = = .
2 2!
Derivemos mais uma vez:
fMx) = 2-3a3+2-3-dagr+--- . (8.4)

Procedendo como nos casos anteriores, obtemos f"”(0) = 2 - 3as, logo

B fl//(o) B f///(O)
BT T g

Derivando novamente, indicando a derivada de ordem 4 por f* e fazendo
x = 0, obtemos
F9(0)

4!
Prosseguindo desta maneira, pode-se provar que

0

n!

ay —

n , paratodo n=1,2,...

em que f(0) designa a derivada de ordem n da funcio f calculada em
xz=0.

De posse destes coeficientes encontramos a série de Maclaurin da
funcao f:

O 10 o, 170

3
1 9] TR (8.5)
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ou

X f(n)
fy =3 0

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 73. Comecemos com a func¢ao f(z) = e”, pois é a mais facil de
derivar. Assim,

flx)y=¢€*, f(0)=¢e"=1
flla)=e", f(0)=¢€"=1
)=, F0)=c=1
Substituindo-se na expressao (8.5), obtém-se
N r 2 2P "
e = 1+ﬂ+§+§+”.+ﬁ+”.' (8.6)
Ao atribuirmos o valor z = 1 na expressao em (8.6), teremos
SRS B U 1 .
e = +ﬁ+a+§+"'+m+"' (8.7)

de modo que, ao truncarmos a soma infinita dada em (8.7), chegamos a
1 1 1 1
e = 1+ﬁ+5+§+.”+a (8.8)

a qual é uma aproximagao para o numero transcendente e, sendo que o
erro cometido serda tanto menor quanto maior for n, que é o niimero de
parcelas da soma dada por (8.8).

Exemplo 74. Determinemos a série de Maclaurin da funcao
f(z) =In(1+z).

Um simples céalculo de derivadas nos fornece a seguinte tabela

flz) = 1n(11+a:) f(0)=In(1+0) = 0
fx) = = F0) = 1
() = —(12+—x)2 f70) = -1
() = e f70) = 2
@) = g 90 = -6

Substituindo-se tais valores na expressao em (8.5), teremos

x x2 22 62t

ln(l—i-l’):o—f—ﬂ—g-i-?—j—f—
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Portanto,

2 2 ot

In(1 T
n(l+z)==x 2—|—3 4—1—

que possui limite finito se —1 <z < 1.

Exemplo 75. Desenvolvamos a funcao f(z) = cosx. Calculos elementares
de derivadas nos levam a

f(z) = cosx f0) = 1
fl(x) = —senx f(0) =0
f'(x) = —cosx 1) = -1

f"(x) = senx f70) = 0
f@(x) = cosw fW0) = 1
fO(z) = —senz fo0) = o
fO(@) = —cosx fO0) = -1

de modo que, ao substituirmos esses valores na expressao em (8.5),

obtém-se

2 xt 1S

Cosa:—l—g—i—z—a—l—---

que

T
cosx:l—g
2 xt
cosx_1—§+z
~ [
Cos T _§+E_§

o que nos fornece aproximacoes cada vez mais acuradas para os valores de
COS .

Exemplo 76. Desenvolvamos a fungdo f(z) = senz em série de
Maclaurin. Observemos a tabela abaixo obtida por simples derivagao
f(z) = senzx f(0) =0
f'(x) = cosz (o) =1
f'(x) = —senx f7(0) = 0
f”’(x) = —cosx f70) = -1
@W(r) = senz f@0) = 0o
®(x) 0) =1

= cosx @0

3 $5 .T7

a:+ +-
senr = — — — + — — —
3!

5! 7!
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Exemplo 77. Um célculo simples, porém longo, mostra que a funcao
f(z) = v/1+ 22 possui o seguinte desenvolvimento de Maclaurin

2
1
Vit =14+ = — .44+ -.-.2 6 _
=ity TR A R
de maneira que
2 11
VI =e g - gt

nos fornece uma aproximacao para /1 + z2. Fazendo x = 1 nesta ex-
pressao obtemos uma aproximacao para v/2:

Exemplo 78. Vejamos uma demonstracao para o conhecido binomio de
Newton. Para isto consideraremos a funcao

f(x) = (a+z)"

onde m é um inteiro positivo. Observemos que essa fungao é um polindémio
de grau m e a cada derivacao obtemos um polinomio de grau uma unidade
menor do que a do anterior. Assim, a derivada f™*Y(z) = 0 para todo
x. Calculando as sucessivas derivadas de f, obtém-se

f(z) =(a+az)™ f(0) =a™
f'(x) =m(a+x)" f'(0) =ma™!
f'(x) =m(m —1)(a+2)"? f"(0) =m(m — 1)a™"?

FOO () =mm —1)(m—2)-1 () =mlm —L)(m —2) -1
FmtD) () =0 fm+D(0) = 0.

Conseqiientemente,

(a+z)™=a™+ fja™" 195—}—Mm22+ 4 mm=D(m=2)-1 ) m

oy .

Fazendo x = b nesta ultlma expressao, obtemos a forma como o binomio
de Newton é normalmente apresentada:

<a+b)m :am_i_%am—lb_i_ m(Tg!*l)am—ZbQ_'_'”_i_ m)m—1)(m—2)- 1bm

m!
Para obter o desenvolvimento de (a — b)™ basta observar que a — b é igual
a a+ (—b) e daif use a ultima expressao.

Raciocinando de maneira analoga ao feito para a férmula de Maclaurin,
obtemos a formula de Taylor.

Se y = f(z) for uma funcao que tenha derivadas de todas as ordens
em um certo intervalo aberto I, teremos a seguinte férmula

h h? h3
flath) = (@) + 1 (0) + 57" (0) + 5 7"(a) +
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chamada formula de Taylor, ou, equivalentemente

| I~y
S

- f"(a)

S

flath)=)_

em que se convenciona f(©(z) = f(x). Ao fazermos z = a + h, obtemos a
expressao seguinte, que é bastante usual e exprime a funcao f em forma
de poténcias de x — a:

> £n) (g
flx) = Zf—()(x—a)". (8.9)

n!
n=0

Observacao 8. Deve-se observar que nem toda funcao que possua de-
rivadas de todas as ordens em certo intervalo pode ser desenvolvida em
série de Taylor (ou série de Maclaurin). Para que isto aconteca, algumas
condigoes devem ser impostas a funcao. A classe de fungoes que possuem
esta propriedade (a de ser desenvolvidas em série de poténcias) é a das
funcoes analiticas. Para sorte nossa, a grande maioria das funcoes com as
quais temos trabalhado sao analiticas. Para elas é valido derivar termo
a termo, integrar termo a termo, etc., porém devemos deixar claro que
existem fungoes, importantes do ponto de vista da Matematica e de suas
aplicagoes, que nao sao analiticas mas podem ser desenvolvidas em outros
tipos de séries. Um exemplo tipico sao as chamadas séries de Fourier
que surgiram nos estudos de transmissao de calor e que se prestam, entre
outras coisas, a aproximar fungoes que podem ter varias descontinuidades.
Apenas para satisfazer a curiosidade do leitor, uma série de Fourier, ¢ uma
expressao da forma

[o.¢]
ag
) + E Gy, cOSNT + bysennx

n=1

em que a,,n = 1,2,... sao constantes que dependem da funcao que esta
sendo expandida. Um exemplo de funcao que pode ser representada por
séries de Fourier é a apresentada na figura 8.2.

Ay
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Exemplo 79. Desenvolvamos a funcao f(x) = e* em poténcias de x — 1.
No caso em questao tem-se a = 1 e entao

Portanto, usando a férmula expressa em (8.9), tem-se

. e e . € 5
e :e—i—ﬂ(x—l)—i—a(x—l) +§(x—1) + -

Exemplo 80. A expressao da férmula de Taylor

flath)=3 ")
n=0

pode ser utilizada para fazer aproximacoes. A guisa de exemplo deter-

minemos uma aproximagao para sen 31° sabendo que sen 302 = 0,5. Ora
i 7

30° = 3 el’ = 180 = 0,01745 rad, de modo que

™

~ =05
sen 5 ,
€

T T
) = 1°
sen (6 + 180) sen 3
donde

sen3102§sen30°%—1g6-Cos30°::0,5—%0,0349-0,8666::0,515L

em que na ultima expressao usamos a aproximagao
fla+h)= fla)+ f'(a)h

dada pela férmula de Taylor. Caso quiséssemos algo mais preciso, poderiamos
usar uma aproximagao de grau dois

"
Fla+h) = fla) + Flapn+ T pe
de modo que quanto maior for o grau do polinomio de Taylor

flay+ flan+ D gy o) (a)

n!

hn
melhor sera a aproximacao obtida.
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2 Expressoes indeterminadas

Usaremos o que foi feito sobre séries de Maclaurin e de Taylor para
o estudo de levantamentos de indeterminacoes. Sabe-se, desde o estudo
de limites, nas Aulas 2 e 3, que indeterminacoes sao expressoes da forma
8,%,00,.... Comecemos com o primeiro exemplo ja introduzido na
aula 3.

Exemplo 81. Consideremos a fungao

Sen T

fz) =

T

0
que, quando x — 0, apresenta a indeterminagao 0 Como levanta-la?

Usemos a férmula de Maclaurin

I
senx—x—§+a—-~-.
Deste modo
x3 2
senx 7 ?‘i_g_ B :c2+:z:4
T x 3! 51
e dai
. osenx
lim =1
z—0 I

que é uma maneira de levantar tal indeterminagao sem o apelo geométrico
desenvolvido na aula 3.

Exemplo 82. Vejamos, agora, a funcao

1—cosz
senzx

da qual resulta a indeterminacao g quando x — 0. Usando a série de

Maclaurin para as funcoes cos z e sen x, teremos

1— 1_x_2+x_4_... z 2’ 2
l—cosz 21 4! _j_ﬂ—i_a_”'
senz x x 1 2?2t

FE R T TR TR T
e entao
hml—cos:c:0
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3 Regra de L’Hospital

Vejamos a regra de L’Hospital, que é outro instrumento muito 1til para
levantarmos indeterminagoes. Para isso, suponhamos que tenhamos duas
fungoes f(z) e g(x) que se anulem simultaneamente no ponto x = a, de
modo que, se tentarmos calcular o limite do quociente

lim /(@)

% g(@)

atribuindo-se simplesmente o valor x = a, chegamos a indeterminacao —.

O que fazer? Usemos a série de Taylor para ambas as funcoes f e g em
torno de x = a para obter

fany o+ HP T s B

gla),  g"(@),, ¢"(a),,
T T g

g(a) +

de modo que, usando o fato de que f(a) = g(a) =0,

f'la)  f"(a),  ["(a)
flath) Tt e
gla+h) gl(?)+g2(!a)h+g3(!a)h2+m

Supondo que ¢'(a) # 0, podemos fazer h — 0 nesta iltima expressao para

obter h ,
a a

Stk )

h—0gla+h) g'(a)
Esta é a regra de L’Hospital (veja Apéndice no qual se fazem alguns co-
mentérios sobre L’Hospital) . Caso tivéssemos que a é ponto critico tanto
de f como de g, obteriamos, outra vez, uma indeterminacao da forma 8 e
aplicariamos, novamente, o processo acima para obter

fla+h)  f"(a)

o gla+h)  g'a)

. . .. 0 .
supondo que nao teriamos outra indeterminacgao o Caso isto aconteca,

mais um a vez aplicamos o procedimento e teriamos o quociente das
derivadas de ordem trés de f e g. Temos, entao, as seguintes regra praticas.

Regras praticas para levantamento de indeterminacgao

0
Regra 10. O caso 0
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Caso queiramos calcular o limite

e tenhamos f(a) = g(a) = 0, ou seja, recaiamos em uma indeterminagao

da forma 0’ devemos calcular as derivadas f'(z) e ¢'(z) e construir o

quociente f’(x)’ avaliando-o em z = a. Caso nao tenhamos I'(a) = 9,
g'(z) g'(a) 0
eremes @ [f@] S
li = = .
o g(x) L}’(m‘) 1 v—a Y'(a)

Se recairmos, novamente, em uma indeterminacao —, que acontece quando

a for, simultaneamente, ponto critico tanto de f comode g, f'(a) = ¢'(a) =
0, aplicaremos a regra de L’Hospital uma vez mais para obter

lim fx) — lim f'(z) _ [f/(ﬁ)] _ f"(a)
z—a g(l‘) r—a g’(x) g’(x) o g”(a) .

Se tivermos f”(a) = ¢"(a) = 0, aplicamos mais uma vez a regra, ¢ assim
por diante.

Regra 11. O caso e
00

f(z)
g9(z)

Consideremos a funcao de modo que

que é um outro tipo de indeterminagao. Isto acontece quando lim f(x) =

r—a

oo e lim g(x) = oo. Observando que
1
(z)

()

. .. 0
de modo que quando x — a teremos a indeterminacao o Usando a regra

—

()

z)

=

K
—
-

—

de L’Hospital para esta tltima fracao, obtemos

1 g'(x)

LG R C N I TES);
alcli}’(ll g(qj) o alc—>a L i—>a f/($>

(@) @)

caso nao tenhamos uma nova indeterminagao. Se recairmos em nova
indeterminacao, utilizaremos os procedimentos anteriores.
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Observacao 9. Os procedimentos referentes a regra de L’Hospital sao
validos quando tivermos limites do tipo

im M
e g(a)

que recaiam em indeterminagoes como as previamente estudadas. Isto

1
pode ser justificado, de maneira informal, da seguinte maneira: faca x = n

de modo que x — £o0 é equivalente a fazer t — 0 de modo que
o fl@) ()
lim ——= =lim f ,

oo g(2) 120 g(3)

: o .0 :
caso tenhamos uma indeterminagao do tipo 0’ aplicamos a regra 10 para

obter
f@) o SG) G @)

lim = T otl— )
r—+o0 g({L‘) t—0 g(%) t—0 g’(%) r—+o00 g’({[‘)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 83. Comecemos com um velho conhecido nosso. Consideremos
o limite
. senx
lim
z—0

. : : L .0
o qual, como é bem sabido, recai em uma indeterminacao do tipo o Usan-

do a regra de L’Hospital, teremos

. senx
lim =

z—0 I

COs .Z'] 1
1 =0

Os exemplos 84 85, 186/ e 87 sao para aqueles que ja possuem conheci-
mentos prévios sobre logaritmos.

Exemplo 84. Consideremos o limite

. Inx
lim —
r——+o0 I

00
que recai na indeterminacao —. Usando a regra de L’Hospital, obtemos
00

1
Inz = 1

Ilm — = lim &= lim — =0.
r—+oo I T—-+00 r—400 I

Vé-se, entdo, que a funcdo g(z) = = cresce mais rapido do que a funcao
In . De maneira andloga, podemos proceder com o exemplo

1
. Inx - . 1
lim — = lim * = lim — =0.
z—+too 12 z—+o00 2r  w—+oo 212
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Como no caso anterior, a funcao g(z) = z? cresce mais rdpido do que a
funcao Inz. Na verdade, este comportamento se verifica para qualquer
poténcia g(x) = ™, qualquer que seja m = 1,2,..., ou seja, g(x) = 2™
cresce mais rapidamente do que In x, qualquer que seja m = 1,3,.. ..

Exemplo 85. Estudemos o limite

limzInx

z—0
o qual resulta na indeterminacao 0-(—o0), que nao se enquadra em nenhu-
ma das situagoes que analisamos até aqui. No entanto, podemos observar

que

Inzx
zlnr = —.

1
x
Quando z — 0 tem-se que Inz — —o0 e — — 400 (observe que = > 0) e

x
00

chegamos a uma indeterminacao do tipo —. Usando a regra de L’Hospital,
00

1
) . Inz - )
limzlnz = lim — = lim £~ = —limx = 0.
z—0 x—0 1 x—0 1 x—0
T 2

Exemplo 86. Analisemos o limite

limz*, = > 0.

z—0
Este exemplo nos leva & indeterminacao do tipo 0°, que nao se enquadra em
nenhum dos tipos estudados até agora. Para levantar essa indeterminagao,
procederemos da seguinte maneira, valendo-nos da funcao logaritmo e do
exemplo precedente. Segue de f(x) = z¥ que In f(x) = Inz®. Logo
In f(z) = xInz. Ora, sabe-se que

lir%:plnm:()

de modo que
hH(l) In f(z) =0.

Como In f(z) — 0 entao f(x) — 1 e dai

lim 2® = 1.
x—0

Exemplo 87. Consideremos o limite

: 1
lim(cosx)= para x > 0.

z—0
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Notemos que, ao fazer x — 0, somos levados a indeterminacao 1°°. Use-
~ s 1

mos, novamente, a fungao logaritmica. Escrevendo f(x) = (cosz)=, temos

que

11
T = —1
" n(cos )

In f(z) = In(cos x)

o que conduz a indeterminagao %. Usando a regra de L’Hospital, teremos

1 —senxr senx
limIn f(z) = lim — In(cos 7) = lim —5L = — lim = 0.
7—0 z—0 I z—0 1 z—0 COS T

Deste modo, In f(x) — 0 e dai teremos f(z) — 1, isto é,

lim (cos m)% L.

z—0

Outros exemplos serao colocados nos exercicios propostos.

4 Exercicios resolvidos

1
1. Encontre a série de Maclaurin de f(z) = ————
2+r+1
. 11—z -
Solugdo. Observemos que f(x) = —— ;
3n
obtemos — x3 Z ", e assim
1 1
S 1—23 "1—a3

(e 9]

9]
— E :x?m_ E :x3n+1.
n=0 n=0

=1+7r+7r"+...se|r] <1, encontre

1 1 1
uma expressao para — —|— -+ =+
x x

1
2. Usando o fato de que 7

1
Solucao. Fazendo-se r = — tem-se

T
1 1 1\°> /1\°
c=1lh (=) H () +
- x x x
. 1 ) ) x 1 1
vélida para |—| < 1, ou seja, |z| > 1. Assim, —— =1+ —+ — +
r—1 r a2
1+ L 1 1+1+1+ j
— +.... Logo —1l=—-4+—4+—=+..., ousecja
a3 80 T 1 x  z? a3 ’ .
1 1 1 1
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3. Usando o fato de que

0 2n
G
cosx = E (—1) ok
n=0

encontre a série de Maclaurin de sen 2z.

1 — cos2zx
Solucdo. Usemos a identidade trigonométrica sen ’z = —
> 22n$2n e 22711.271
cos2x = —1)" . Dai —cos2x = —1)"HZ " Con-
;( ) (2n)! nz%( ) (2n)!
sequientemente,
9 1 cos2z
sen‘x = — —
2 2
(1~ cos22)
= —(1—cos2zx
2

4. A regra de L'Hospital se aplica a lim ’ !
z—1 x4+ 1

Solugao. Usando-se regras elementares de limites temos
2 —1 0

I —~—0.
ol 241 2

Caso usdssemos a regra de L’Hospital, teriamos

3_1 32
limx :hmi:?)
:(3~>11‘—|—1 z—1 1

o que, evidentemente, é falso. A aplicacao da regra de L’Hospital
nao é possivel, pois nao temos uma indeterminacao.

5 Exercicios propostos

1. Desenvolver em série de Maclaurin as seguintes fungoes:

(0) fa) = =
(0) J(&) = T~
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1

(@) (@)=

. Desenvolver as fungoes abaixo em poténcias de x — a.

(a) f(x):sena:,a—z
(b) f(z) =cosz, a=
(c) flx) =tgw, a=
(d) f(z)=e“T a=0

. Calcule uma aproximacao para cos 32° a partir de cos 30°.

. Calcule uma aproximacao para cos 29° a partir de cos 30°.

UFPA

. Calcule uma aproximacao para In % considerando o desenvolvimento

de Taylor para a funcao In(1+ z) partindo do fato de que % =1+ %

. Calcule os seguintes limites

Tr —senx

(a) lim 5

x—0 €
e’ —coszx
(b) lim —

-0 T — Sen T
In 2z

(c¢) lim

z—0 ln 3z
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6 Respostas dos exercicios propostos

o0

1. (a) Z "

(b) D (=1)"a"

n22n—1 2n

> (~1 x
(c) 1—|—;( )(271)!

@ 1+§:(_1)n(1'4'7' - (3n —2))

37n!

3. 0,848

4. 0,874

5. 1,098

6. (a) 0
(b) +o0
(c) 1
(d) 4

Nesta aula vocé aprendeu:

e a expandir fungoes em séries de Maclaurin e de Taylor;

e a resolver limites utilizando a regra de L’Hospital.

183



184 Célculo - aula 8 UFPA

7 Apéndice

Marqueés de L’Hospital

Guillaume-Francgois-Antoine de L’Hospital, ou L’Hopital, Marqués de
St. Mesme, nasceu em 1661. Desde tenra idade manifestou interesse por
Geometria e aos quinze anos de idade chegou a resolver um dificil proble-
ma sobre a cicléide, proposto por Pascal. Tornou-se capitao de cavalaria,
mas desistiu da carreira militar para devotar mais tempo aos estudos de
Matemaética. Quando Jean Bernoulli esteve em Paris, em 1692, L.’Hospital
estudou a geometria infinitesimal, entao emergente, sob a sua orientacao,
tendo se tornado um dos expoentes do Célculo na Franca de entao. Nesta
época um dos poucos textos existentes sobre o recém-nascido Calculo In-
finitesimal era uma memdéria escrita por Leibniz, na Acta Eruditorum, em
1684. Este trabalho continha a definicao de diferencial e fornecia algumas
regras de derivacao, tais como a derivada da soma, do produto, do quo-
ciente, de poténcias e de raizes. Ela também incluia algumas aplicagoes
a poblemas de tangentes e pontos criticos. No entanto, ele nao era um
texto didatico nos moldes que entendemos atualmente. L’Hospital teve a
percepgao da deficiéncia de textos mais elementares de Céalculo, fato este
manifestado em uma carta para Bernoulli, em 1695, no qual ele infor-
mava que estava a escrever um trabalho sobre secoes conicas no qual ele
acrescentaria um pequeno tratado sobre o Célculo Diferencial. O trabalho
sobre conicas teve sua publicacao procrastinada e somente apareceu pos-
tumamente em 1707 (L’Hospital faleceu em 1704); no entanto, o trabalho
sobre Célculo, Analyse des Infiniment Petits, foi publicado em 1696. No
prefacio o autor enfatiza que deve muito a Leibniz e a Jean Bernoulli,
especialmente a esse ultimo, a quem chama de jovem professor de
Groningen.

O Analyse des Infiniment Petits representa o primeiro tratamento sis-
tematico do Célculo e apresenta um perfil bastante claro do estado da arte
na época de seu langcamento. O prefacio inclui um breve histérico no qual
o autor admite que Newton também tinha um tipo de Calculo.

Neste texto aparece a chamada Regra de L’Hospital, que consiste, como
vimos nesta aula, em

i 1) _ 1)

a—a g(z)  g'(a)
desde que f(a) = g(a) =0, ¢'(a) # 0, cuja origem ¢é bastante inusitada.
Ao que parece, os fatos aconteceram da seguinte maneira: durante alguns
meses, de 1691-1692, o brilhante matematico suico Jean Bernoulli esteve
a servico do Marqueés de L’Hospital e recebia uma espécie de bolsa; em
contrapartida, alguns resultados obtidos por Bernoulli seriam atribuidos
a L’Hospital, com as anuéncias dos dois envolvidos. Em particular, a
chamada Regra de L.’Hospital estava incluida neste negdcio. Vejamos um

)



UFPA Célculo - aula 8 185

trecho de uma carta enviada por L’Hospital a Jean Bernoulli, em 17 de
margo de 1694, de Paris para Basel (Suica):

I shall give you with a pleasure a pension of three hundred
livres, which will begin on the first of January of the present
year, and I shall send you two hundreds livres for the first half
of the year because of the journals that you have sent, and it
will be one hundred and fifty livres for the other half of the
year, and so in the future. I promise to increase this pension
soon, since I know it to be very moderate, and I shall do this
as soon as my affairs are a little less confused ... I am not so
unreasonable as to ask for this all your time, but I shall ask
you to give me occasionally some hours of your time to work
on what I shall ask you- and also to communicate to me your
discoveries, with the request not to mention them to others. I
also ask you to send neither to M. Varignon nor to others copies
of the notes that you let me have, for it would not please me
if they were made public. Sepd me your answer to all this and

believe me , Monsieur tout A vous.
le M. de Lhopital

Em uma carta de 22 de julho de 1694, Jean Bernoulli aceita a proposta
de L’Hospital. Nesta carta estda contida a regra para —, e a formulacao
de Bernoulli é proxima daquela que aparece em Analyse des Infiniment
Petits e consiste basicamente, em linguajar atual, no seguinte: se

_ f(@)

9(x)
e ambas as curvas y = f(z) e y = g(x) passam pelo mesmo ponto P
no eixo x de modo que se designarmos por O a origem do sistemas de
coordenadas, OP = a, tal que f(a) = g(a) = 0, e se tomarmos = a + h,

entao
fla+h)
gla+h)
¢ aproximadamente igual ao quociente
hf'(a+ h)
hg'(a + h)

quando h for suficientemente pequeno. Fazendo h — 0 obtemos a conhe-
cida regra de LL’Hospital. Para mais informacoes o leitor podera consultar
os artigos de Boyer! e Struik?

!Carl B. Boyer, The First Calculus Textbooks, Mathematics Teacher 39 (April,
1946) 159-167.

2D.J. Struik, The Origin of L’Hopital’s Rule, Mathematics Teacher, 56 (April, 1963)
257-260.
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Maclaurin e Taylor

Brook Taylor (1685-1731) foi um eminente matemético inglés, contem-
poraneo de Isaac Newton. Ele foi um jovem de talento incomum com vari-
ados interesses intelectuais nos quais estavam incluidos a Musica, as Artes,
a Filosofia e a Matemaética. A deducao da série que leva seu nome esta con-
tida em seu livro Methodus Incrementorum Directa et Inversa, que foi pu-
blicado em Londres, em 1715, em uma época em que o mundo matematico
estava envolvido em querelas sobre a prioridade da criacao do Calculo entre
as correntes pro-Newton e pro-Leibniz. Tal livro era devotado inicialmente
para aquilo conhecido hoje como o calculo de diferencas finitas. Os argu-
mentos usados por Taylor eram pouco rigorosos, muitas vezes confusos,
que deixavam nao apenas Taylor, mas também Newton e Leibniz e os pi-
oneiros do Célculo, vulnerdveis aos ataques do Bispo de Berkeley, que era
um ferrenho opositor do entao emergente Calculo. Esses ataques tiveram
frutos positivos, pois levaram os matemaéaticos a procurar demonstracoes
que tornassem mais convincentes os argumentos do Calculo incipiente.

Com relacao a série de Taylor, as objecoes levantadas por Berkeley
foram absorvidas por Maclaurin, que chegou a uma série, chamada Série
de Maclaurin, cuja abordagem serd feita apds falarmos brevemente sobre
a vida de Maclaurin.

Colin Maclaurin (1698-1746) foi um brilhante matematico britanico
que se tornou professor de Matematica da Universidade de Aberdeen aos
dezenove anos de idade por meio de um exame extremamente competitivo.
Neste exame ele apresentou a deducao da chamada Série de Maclaurin,
que posteriormente apareceu em seu livro Treatise on Fluxions, publicado
em Edinburgh, em 1742. O procedimento de Maclaurin serd descrito a
seguir.

Seja

y(x) = Ao + Arz + Apa® + Aga® + -
em que os coeficientes Ay, Ay, As, As, ... sao numeros fixados a ser deter-

minados. Como y(0) = Ay e admitindo que a funcao y seja derivével
infinitas vezes, teremos:

d
%(l’) = Al + 2142.%‘ + 3143.’132 4+ -
e fazendo x = 0 obtemos
Yy
—=2(0) = A;.
- (0)=4
Analogamente,
d2l/ 2
e assim P
Y00) = 24,

da?
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e prosseguindo dessa maneira

4"y

e (z) = nlA,+(n+Dn(n—1)... 24, 12+ n+2)(n+1) ... 34, 02°+- -

de modo que
d™y
—=(0) = nlA,.
Ton0) =7

Assim,

dy >y x2* Py, oz

y(x) = y(0) + —(0)z + 2 (0) 55 + Z5(0) 57 + -+

que é a chamada Série de Maclaurin da funcao y em 0.

Evidentemente, Maclaurin ignorou o fato de que nem toda funcao que
seja derivavel infinitas vezes possui tal desenvolvimento, assim como a
justificativa para derivarmos uma série termo a termo.

Estas questoes serao respondidas nas aulas de Analise.
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Aula 9

A integral de Riemann:
nocoes iniciais

Objetivos

e Apresentar o processo de quadratura de certas figuras planas como
motivagao para o calculo de area por meio de integrais.

e Estudar as nocoes de integral definida e de integral indefinida.

e (Calcular integrais definidas usando o teorema fundamental do C&l-
culo.

Um dos problemas classicos da Geometria é o do Célculo de areas que,
além de suas aplicagoes praticas, gerou importantes questoes na Matemati-
ca, nao apenas ligados a Geometria como também a outros ramos da Mate-
matica. Essas questoes se originaram no chamado problema da quadratura
o qual consiste em, dada uma figura qualquer, determinar, usando apenas
régua e compasso, um quadrado que possua a mesma area da figura dada.
Este problema é solivel, usando métodos elementares, quando a figura é
um poligono, ou até mesmo é uma figura com lados curvilineos, como € o
caso das linulas de Hipécrates, que serao desenvolvidos a seguir, a guisa
de ilustracao e motivacao.

1 Quadraturas

A quadratura do retangulo

Para facilitar o entendimento facamos, por passos, a quadratura do
retangulo.

Consideremos um retangulo arbitrario JABC D, conforme figura 9.1.

189
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~
(e,

N
&S]

B C
Fig. 9.1

Construamos, usando apenas régua e compasso, um quadrado com area
igual a do retangulo dado. Descrevamos o processo passo a passo.

Passo 1. Usando uma régua, prolongue, para a direita, o lado AD.

Passo 2. Centre o compasso em D, e com abertura até C, marque o
ponto E| isto é, DC' = DE.
Passo 3. Usando régua e compasso, determine o ponto médio F' do

segmento AF.

Passo 4. Centre o compasso em F' e, com abertura FFE = AF', construa
o semicirculo como na figura 9.1.

Passo 5. Usando régua e compasso, trace uma perpendicular ao seg-
mento AFE, passando por D, até encontrar o ponto GG pertencente ao
semicirculo construido no Passo 4.

Passo 6. Construa, com régua e compasso, o quadrado JGHID.

Afirmamos que a drea do retangulo JABC' D é igual a area do quadrado
LOGHID. De fato,

Area (DABCD) = AD-DC
= AD-DE
= (a+b)-(a—0b)
— CL2 _ bQ
= CQ

— Area (OGHID)

em que a,b e c estao representados na figura 9.1.

A quadratura do triangulo

Consideremos o triangulo AABC, como na figura 9.2(a).
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A
1 H
B D C F G
Fig. 9.2(a) Fig. 9.2(b)

Facamos, como no caso anterior, a quadratura deste triangulo.

Passo 1. Construa a perpendicular ao lado BC', passando pelo vértice
A e intersectando BC' no ponto D.

Passo 2. Determine o ponto médio E do segmento AD (altura relativa
ao lado BC).

_ Passo 3. Construa o retangulo UFGHI de modo que FG = BC e
FI = DE. Veja figura 9.2(b).

Afirmamos que a area do triangulo AABC ¢é igual a do retangulo
LOFGHI. Com efeito,

Area (AABC) =

N | —

_ BC.

— BC-DE
= FG-FI
= Area OFGHI).

Como aprendemos, com a quadratura do retangulo, a partir daqui se pode
construir a quadratura do triangulo.

Para nao nos alongarmos mais nesta introdugao, nao faremos a qua-
dratura de um poligono qualquer.

A quadratura da linula

Nos exemplos acima, as quadraturas foram efetuadas usando apenas
Matematica elementar. No entanto, quando passamos para outras figuras
curvilineas, como o circulo ou a parabola, as técnicas até entao conheci-
das revelam-se insuficientes. Foi Arquimedes o primeiro matemaético a
vislumbrar um método que contornava as dificuldades da Matemaética de
seu tempo para fazer a quadratura de figuras curvilineas. Suas idéias, que
continham o gérmen do Célculo Integral, foram inicialmente usadas para
calcular a area de um setor da parabola. No linguajar moderno, o
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procedimento de Arquimedes estd contido no primeiro exemplo desta
aula. Antes, fagamos a quadratura de uma Linula de Hipdcrates.

Ao que parece, o primeiro matematico a calcular a area exata de
uma figura delimitada por curvas foi Hipocrates de Chios, o mais famoso
matematico grego do século V a.C.

Antes de efetuarmos a quadratura da Linula, estabelecamos a seguinte

proposicao.

Proposicao 1. Segmentos circulares semelhantes estdo na mesma razao
que os quadrados de suas bases.

Tal proposicao também é atribuida a Hipdcrates de Chios.

Consideremos os segmentos circulares semelhantes conforme mostra-
dos, respectivamente, nas figuras 9.3(a) e 9.3(b).

Fig. 9.3(a) Fig. 9.3(b)

Designando suas dreas respectivas por Sy e S teremos, de acordo com
a Proposicao 1, que

S, AB’

S_2_A/B/2.

Passemos a quadratura de uma Lunula como feito por Hipdcrates de
Chios. Construamos a seguinte Lunula, conforme figura 9.4.

D

S,

E
S5

2r |r

1

Fig. 9.4
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Consideremos o segmento AB cujo ponto médio é O. Tracemos o
circulo de centro O e raio OB. Construamos o diametro do circulo per-
pendicular a AB e designemos suas extremidades por C' e D, conforme
figura 9.4. Construamos o setor circular centrado em C e de raio AC,
de acordo com a figura 9.4, e que intersecta o diametro C'D no ponto E.
Consideremos a Lunula AEBD.

Proposicao 2. A Linula AEBD ¢é quadrdvel.

Demonstracao. Designemos por S a area de cada um dos dois segmentos
circulares da circunferéncia AC'BD determinados pelos segmentos de retas

AD e DB. Por Sy denotemos a area da figura limitada pelo arco AEB e
pelos segmentos AD e DB, e por S3 a area da regiao limitada pelo arco

AFEB e pelo diametro AB. A fim de usarmos a Proposicao 1 devemos
observar que os segmentos circulares ABE e aquele sobre a circunferéncia
ACBD determinada pelo segmento AD (ou DB) sao semelhantes. Por-
tanto, designando por r o raio da circunferéncia passando pelos pontos
A,C,B e D, tem-se

Sl . (\/§T)2 . 1

53 N (27“)2 _2

o que implica

Dai, segue-se que

Area da Linula AEBD = 28, + S,
= So+ 53

Area (AABD)

2r?

2
= r2
que é exatamente a area do quadrado LJOBFC', conforme mostrado na
figura 8.4, o que conclui a demonstracao de que a Lunula em estudo é
quadravel. O

Muito embora o procedimento usado por Hipdcrates de Chios seja ex-
tremamente elegante e criativo, ele nao se aplica a outras figuras de lados
curvilineos, como ¢é o caso do circulo. Prova-se que nao se pode efetuar
a quadratura de circulos usando-se apenas régua e compasso. Para tais
tipos de figuras faz-se necessario introduzir um método que envolve um
processo de limite, cujas origens remontam a Arquimedes, por meio de
uma técnica chamada Método de Fraustao usada por ele em sua obra A
Quadratura da Pardbola”. Remetemos o leitor ao apéndice desta aula em

! Quadrature of the Parabola, Great Books of Western World, Vol. 10, pp. 527-537.
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que se mostra a quadratura da parabola de um modo semelhante ao que
fez o sabio de Siracusa.

O procedimento inaugurado por Arquimedes deu origem ao chamado
Cdlculo Integral, cuja esséncia sera ilustrada nos dois exemplos a seguir.

Exemplo 88. Consideremos a func¢ao f(x) = x, para 0 < x < 1, e supo-
nhamos que se queira calcular a area da regiao abaixo do grafico de f e
acima do eixo ox, para 0 < z < 1. Vide figuras 9.5.

Fig. 9.5(a) Fig. 9.5(b) Fig. 9.5(c) Fig. 9.5(d)

Inicialmente facamos uma aproximagao da figura por meio de retangu-
los. A partir daqui o leitor devera redobrar a atencao a fim de apreender a
esséncia do método que, muito embora esteja sendo aplicado a um caso es-
pecifico, é bastante geral. Inicialmente, subdividamos o intervalo [0, 1] em
n subintervalos de comprimentos iguais. Portanto, [0, 1] ficara subdividido

nos intervalos
0 1 1 2 n—1n
b n ) n? n VAR n ) n *

A seguir, construamos os retangulos, conforme indicado nas figuras 9.5,
da seguinte maneira:

Primeiro Retangulo. O primeiro retangulo tem como base o intervalo
0,1] e altura f(1) = 1. Dai, segue-se que sua 4rea é dada por
n n n g

51:

S -
3 =
|

Se undo Retén 1110. O Se undo retén 1110 tem como base (0] intervalo
L2 € Como altura 2 . Daf, segue-se que sua érea é dada por
n n

n’

i-ésimo Retangulo. O i-ésimo retangulo tem como base o intervalo
(=1 1] e como altura f(%) = L. Portanto, sua area é dada por
n n n n
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n-ésimo Retangulo. O n-ésimo retangulo tem como base o intervalo
[”T’l, 1] e como altura f(1) =1 = 2. Portanto, sua area ¢ dada por

1
Sp=—t=
n n n
A drea total A,, desses retangulos é
1 2 1 n
n n n n

que pode ser reescrita como

1
Ap=—=0+2+...+i+...+n).
n

Usando o fato de que

) n(n+1
teremos ( )
1 nn+1 1 1
A= — — = 14—,
n? 2 2{ +n}

Analise a figura e observe que o valor de S aproxima, por excesso, a
area procurada. A medida que aumentamos o valor de n o erro cometido
na aproximacao diminui, de modo que o valor sera exato quando fizermos
n — +o00. Conseqiientemente, designando por A a area a ser determinada,
teremos

A= lim L {1—1—1} _ 1
n 2

n—-+4oo 2

O ponto crucial a ser observado é que no processo do cédlculo da area
usamos como ingrediente basico a no¢ao de limite, que somente comegou
a ser desenvolvido com o advento do Calculo e que nao era conhecido dos
Gregos Antigos.

Adiantando um pouco a notacao: o processo final do procedimento
acima é designado por
1
1
/ rxdr = —.
0 2

Exemplo 89. Consideremos a func¢ao f(x) = z* com z restrito ao inter-
valo [—1, 1]. Seu grafico é o setor de uma parabola conforme figura 9.6(a).
Nosso problema consiste em determinar a area da regiao OAB. Em vir-
tude da simetria do grafico ¢é suficiente calcular a drea da regiao OAC' e
multiplicd-la por dois. Inicialmente calculemos a area da figura OAD, que
é a regiao abaixo do grafico de f, conforme figura 9.6(b), com x restrito
ao intervalo [0, 1].

2
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A A
A A
D R
[ 0 D
Fig. 9.6(a) Fig. 9.6(b)

Inicialmente, subdividamos o intervalo [0,1] em n subintervalos de
comprimentos iguais. Portanto, [0, 1] ficard subdividido nos intervalos

I EE e =
n nn non

A seguir, construamos os retangulos, conforme indicado nas figuras 9.7,

da seguinte maneira:

,_.

Fig. 9.7(a) Fig. 9.7(b) Fig. 9.7(c) Fig. 9.7(d)
Primeiro Retangulo. O primeiro retangulo tem como base o intervalo
[0, 1] e altura f(£) = =5. Dali, segue-se que sua drea é dada por

1 1
nz 3

S|

Sy =

Segundo Retangulo. O segundo retangulo tem como base o intervalo
1 2 2 22 7 ’ ,
[, 2] e como altura f(2) = %. Dai, segue-se que sua area é dada
por
1 22 22
SQ —_ — —2 — —3
n n n

1-ésimo Retangulo. O i-ésimo retangulo tem como base o intervalo
-2

(=1 1] e como altura f(%) = 4;. Portanto, sua drea é dada por
n n n n

1 2

n n®> n
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n-ésimo Retangulo. O n-ésimo retangulo tem como base o intervalo
2 ,
[2=%,1] e como altura f(1) = 1 = 2. Portanto, sua drea ¢ dada por

1
g —=-.L_1
n

A area total A,, desses retangulos é

1 22 2'2 2
An:Sl—l-Sg—i-...—i-Si—l—...—i-Sn:—3+—3+...—|———|—...+—.
n n n

que pode ser reescrita como
1
Ap==(P+22+. +& 4. +0?)
n

Usando o fato de que

s 2n*+3n*4n

124+224+ ... +%+... +n c

e dai )
1 203 +3n2+n 1 1 1

n? 6 372 e

Analisemos as figuras 9.7 e observemos que o valor de S aproxima,
por excesso, a area procurada. A medida que aumentamos o valor de
n, o erro cometido na aproximagcao diminui, de modo que o valor serda
exato quando fizermos n — +o0o. Conseqiientemente, designando
por A a drea da figura ODA, representada na figura 9.6(b), teremos

111\ 1
A= lim (Z+—+-—]) =2
nrt00 <3 TR 6n2) 3

A, =

Dai a area total A, do segmento da parabola é

1 2 4
Ay=2-(1-2)=2-2 =2,
P (1=3) 373

Usando a notagao como no exemplo anterior, teremos
! 1
2?dr = = .
0 3

2 Area sob uma curva: o caso geral
Seja
y=f), a<z<bh

uma funcao continua e nao-negativa no intervalo fechado [a,b]. A drea
sob a curva que é o gréfico da fungdo y = f(z), de x = a até z = b, é a
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area A da regiao plana limitada pelo grafico de y = f(z), pelo eixo ox e
as retas x = a e x = b. Para calcular essa area, seguiremos procedimentos
semelhantes aos desenvolvidos nos exemplos anteriores.

Assim, inicialmente, subdividiremos o intervalo [a, b] em n subinterva-
los [z;_1,;], de comprimentos nao necessariamente iguais, considerando
n pontos xg, T1,Ts, ..., Ty 1, Ty, tais que

a=20 <11 <Ty<...<XTp_1<xy,=0>o

Facamos
AIi:ZL’Z’—.Il‘_l, izl,...,n
e seja
A =max {Axy, Axs, ..., Az, }.
As retas x = xg,x = x1,...,0 = T,_1,x = T, dividem a regido em faixas

verticais, conforme figura 9.8.

»

a=xo X1 X2 X3... Xn1  b=Xa

Fig. 9.8

Sendo f continua, e supondo que os intervalos tenham comprimentos
pequenos, a variagdo de f em cada subintervalo [x; 1, x;] serd bastante
pequena, de modo que uma boa aproximagao de f(x), x € [x;_1, ],
serd obtida escolhendo-se & € [z;_1, ;] e fazendo-se f(&) = f(x) para
x € [x;_1,x;]. Aproximar f(z) por f(&;) implica que a érea de cada uma
das faixas representadas na figura 9.9 é aproximadamente igual a area do
retangulo cuja base é o intervalo [x;_1, z;] e cuja altura possui comprimento

f&).
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&) |

0 Xi-1 E_}i Xi

Fig. 9.9

A soma das areas destes retangulos é dada por

Z fl€) (i —mi) = Z f(&)Az;.

A medida que os comprimentos dos subintervalos [z;_1, z;] diminuem, o
erro cometido ao aproximar f(z) por f(&;) torna-se cada vez menor, de
modo que é natural definir a area A como sendo

= lim Zf& i — 1) = lim Zf& )A;,

I2]—0 < 1Pl

que é, mutatis mutandis, o que foi feito no exemplo 1, em que ||P| =

max Ax;. Seguindo as notagoes introduzidas nos exemplos 88| e 89, es-
1<i<n

b
crevemos A = / f(z)dx

3 A definicao de integral

As consideragoes anteriores nos conduzem, naturalmente, a seguinte
definicao de integral.

Dada uma fungao y = f(x) definida em um intervalo [a, b, sejam
Aa=20 < T <Tog<...<Tp1<xp=2"=

e & um ponto arbitrario do subintervalo [z;_1, x;], de comprimento Az; =
x; — ;1. O conjunto P ={a=1x9 < x1 <23 <...<x, =0} échamado
uma parti¢ao do intervalo [a, b].

Suponhamos que a soma

Z f 51 Ty — .1'171) = Z f(éz)sz
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tenha um limite finito quando
|P|| = max {x; — xo, 20 — 1, ..., 2, — xp_1} = max {Axy, Azo, ..., Ax,}

tende a zero (o numero ||P|| é chamado norma da particao P). Caso isso
acontega, esse limite é chamado integral definida de f(x) no intervalo [a, b]

e designada por
b

e diz-se entao que f ¢ integravel em [a, b].

A integral definida acima é também chamada integral de Riemann e
goza das seguintes propriedades:

Se f,g : [a,b] — R forem fungoes integraveis no intervalo [a,b] e se
A € R, entao:

(a) f+g:lab] — R & integravel e
[+ o@lae= [ sy [ ot
(b) Af:[a,b] — R ¢ integrével e
/ ) () = A / )

(c¢) Se f(x) > 0, para todo = € [a,b], entdo fabf(x)d$ > 0 e este valor
representa a area sob o grafico de f acima do eixo ox e entre as retas
x = aex = b. Esta propriedade é equivalente a: se f(x) > g(x)
para todo x € [a, b, entao

[ e [ g

Exemplo 90. Nos dois exemplos anteriores vimos que fol rdr = 5 e
fol a?dr = 3. Calculemos a integral de uma funcdo constante. Seja
f(z) = k para todo z € [a,b], em que k é uma constante. Consideremos
uma partigdo P = {a =20 <21 <2< ... <2, =0b} e & € (v;-1,7;)
para cada ¢ = 1,...,n. Teremos, entao,

Isto significa que todas as somas como a acima sao iguais a k e como o
limite de constante é a propria constante, teremos

/abk:d:z: — k(b —a).
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4 Area entre duas curvas

Sejam f(z) e g(z) duas fungoes definidas em um mesmo intervalo [a, b].
Para fixar as idéias, suponha que f(z) > g(x) para todo x € [a,b], como
mostrado na figura 9.10. Como se vé, o grafico de f(x) estd acima do
grafico de g(x).

y=-£x)
E F
C
D
y-g(x)
a b
Fig. 9.10

Suponhamos que queiramos calcular a area da regiao limitada pelos
dois graficos, ou seja, a area da regiao DC'F'E. Observemos que

(Area de abCD) + (Area de DCFE) = Area de abFE,
e portanto

A = Area de DCFE = (Area de abFE) — (Area de abCD).

Desde que

b b
Arca de abFE = / f(x)dz, (Area de abCD) = / g(x)dz,

segue-se que
b b b
A= [ s~ [ gwyis = [ 1) - g(o)d
a a a
Percebe-se, pelo que foi desenvolvido nos dois exemplos vistos antes,
mesmo sendo casos simples, que calcular a integral de Riemann usando a
definicao é algo extremamente trabalhoso pois manipular as somas par-
ciais e depois calcular seu limite é algo quase que impraticavel quando
tratamos com fungoes que nao sejam tao simples quanto f(x) = z ou
f(x) = 22. Em vista disso, devemos introduzir um resultado, chamado

teorema fundamental do Cdlculo, que nos permitira calcular grande parte
das integrais importantes que surgem no Calculo Integral.
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Para isto necessitaremos de um conceito preliminar.

Dada uma funcdo f(z) definida em um intervalo I, diz-se que uma
outra fun¢ao F'(x), definida e derivédvel no intervalo I, é uma primitiva ou
antiderivada de f(z) se

dF ,
@) = @)= (@)

para todo x € I.

Por exemplo, F(z) = % ¢ primitiva de f(x) = x, assim como Fi(z) =
% + C, qualquer que seja a constante C', também ¢é primitiva da mesma
f, donde se conclui que primitiva de uma funcao f, caso exista, pode nao
ser Unica. Isto é um caso particular do teorema a seguir.

Teorema 14. Sejam F(x) e G(x) primitivas da fungao f(x) no intervalo
I. FEntao existe uma constante C' tal que F(x) = G(x) + C, ou seja,
duas primitivas de uma mesma fun¢ao em um intervalo diferem por uma
constante.

Demonstragao. Como F(x) e G(x) sao primitivas de f(x), tem-se que
F'(z) = f(x) e G'(z) = f(z) edal F'(z) = G'(x) e assim F'(z)—G'(x) = 0,
para todo z € I. Como (F — G) = F' — G, teremos (F — G)'(z) = 0,
para todo x € I. Assim, F(x) — G(z) = C, para alguma constante C' e
dai F(z) = G(z) + C para todo x € I, o que conclui a demonstracao do
teorema. O

Exemplo 91. Consideremos a fungao f(z) = 2" para n # —1. Usando a
n+1

regra de derivagao dada na aula 5, temos que F'(z) = ) +(C é primitiva
n
de f(x).

Exemplo 92. A fungdo f(z) = 322+ 2z +4 tem F(z) = 2* +2* + 42+ C
como sua primitiva.

Nesses dois exemplos as primitivas foram obtidas por simples inspecao,
usando o que se sabia das técnicas elementares de derivagao. No en-
tanto, nem sempre as coisas sao tao simples. Basta observar a funcao
f(x) = x(z* + 10)'° e tentar calcular sua primitiva por meio de uma
simples manipulacao de derivadas. Tente também calcular uma primitiva
de f(x) = xcosx. Para fungdes como essas, e outras que aparecerao mais
adiante, precisamos de técnicas mais sofisticadas de primitivacao (calculo
de primitivas), que serao vistas na préxima li¢ao.

Seja F'(x) uma primitiva de f(z) no intervalo /. Pelo visto anterior-
mente, a primitiva geral de f(x) é dada por

F(x)+C
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em que C' é uma constante arbitraria. Esta expressao é chamada integral
indefinida de f(z) sendo designada por

/f(x)dx
/ f@) = Plz)+ C.

O simbolo f é chamado sinal de integral, * é chamada varidvel de
integragao, f(x) é chamada integrando e C' é chamada constante de inte-
gracao.

Assim

Uma observagao util, que segue da definicao de integral indefinida, é

que
o [ f@de = 1@

/f'(x)dx = f(z)+ C.

A operagao que nos permite calcular primitivas é linear. Mais precisa-
mente, temos o seguinte teorema.

Teorema 15. Suponhamos que f(x) e g(x) possuam integrais indefinidas
no mesmo intervalo I. Entao

[t @ +bg(elde =a [ faids+b [ g(a),

em que a e b sao constantes arbitrdrias.

Demonstracao. Segue-se do que observamos acima que

% / laf () + bg(2)ldz = af(z) + bg(x).

Por outro lado, pelas regras usuais de derivacao, tem-se

%[a/f(x)dx—l—b/ (x dm] —a—/f da:+b—/

af(x)+ bg(x)

Conseqiientemente,

/ laf (z) + bg(x)|dz = a / F@)dz + b / o(2)dz.

o que conclui a demonstracao. O
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Deve-se observar que esta propriedade é valida para um nimero finito
qualquer de funcoes. Mais precisamente, sejam aq, . . ., a, nimeros reais e
f1,-. ., fn funcoes definidas em um mesmo intervalo, entao

/ (i az-fz-(ar)) dx = i a; / filz)dw.

Exemplo 93. Para ilustrar o uso deste teorema, calculemos

/ (5:1:4 — 62” + %) da.
x

Usando o teorema 2 e a observagao subseqiiente, teremos

2
/(5:p4—6$2+ﬁ>d:v = 5/x4dx—6/x2dx+2/a:_2d:v

2
= 2" -2 - =+ C.
x

Observemos que o calculo de integrais definidas usando simplesmente
a definicao é algo quase que impraticavel. No entanto, para contornar
esta dificuldade existe um importante teorema, o teorema fundamental do
Cdlculo, que nos permitira calcular integrais definidas, desde que conhe-
¢amos uma primitiva da funcao a ser integrada.

Antes de abordar o teorema fundamental do Calculo, demonstremos o
teorema do valor médio para integrais.

Teorema 16. (Teorema do valor médio para integrais) Seja f :
la,b] — R uma fungdo continua. Entdo existe ¢ € [a,b] tal que

b
| #ayia = 00~ a)

Demonstragao. Desde que f é continua no intervalo fechado [a,b] ela
atinge maximo M e minimo m neste intervalo. Assim,

m < f(z) < M, para todo x € [a, b].
Uma simples integragao nos fornece
b
m(b—a) < / flz)de < M(b—a)

ou, equivalentemente,

b
mgﬁ/a f(z)de <M

e, pelo teorema do valor intermedirio, existe ¢ € [a, b] tal que

b
10 == [ S

o que conclui a demonstracao do teorema. |
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Teorema 17. (Teorema fundamental do Célculo) Seja f uma fungao
continua no intervalo fechado [a, b] e seja F'(x) uma primitiva de f. Entao

/ f@)dz = F(b) — Fla).

Deve-se observar que, definindo

tem-se

7 [ 1od= i@

isto é, a funcdo F'(x) é uma primitiva de f. De onde se conclui-se que,
usando o fato de que toda funcao continua é integréavel em intervalos
fechados e limitados, toda funcao continua possui uma primitiva dada
por

F(z) = / f(t)dt.

Facamos uma demonstracao geométrica do teorema fundamental do
Célculo usando a interpretacao da integral de Riemann como a area sob
o grafico de fungoes. Para isto consideremos o grafico da funcao continua
e positiva y = f(z) para a < z < b. Assim, a integral

/abf(x)dx

representa a area da figura limitada superiormente pelo grafico da funcao
y = f(x), lateralmente pelas retas verticais = a e x = b e inferiormente
pelo eixo ox, conforme figura 9.11.

Fig. 9.11
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Designemos por A(x) a fungao

Alz) = / F(t)dt

a qual representa a area da regiao hachurada na figura 9.12.

0 a X

Fig. 9.12

dA
Calculemos d—(x) Para tal fim, tome x e dé a ele um acréscimo Az que,
x

para simplificar os calculos, serd considerado positivo. Logo,

z+Az z
F(z + Az) — F(z) /a ft)dt — / f(t)dt
Az

Az
r+Ax
_ é / F(t)dt
= f(&)

em que & € [z, z+ Ax] é obtido via teorema do valor médio para integrais.
Por continuidade, f(§) — f(z), quando Az — 0 e assim F'(z) = f(z), o
que conclui a demonstragao do teorema fundamental do Calculo.

Exemplo 94. O complicado céalculo de

b
/ rdx

no exemplo 88 pode ser substituido de maneira simples, usando o teorema
fundamental do Calculo, observando que

¢ uma primitiva da fungao f(z) = z. Assim,

/xdx: T :__a_:_(b2_a2)
a 21, 2 2 2
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Exemplo 95. Outro exemplo que foi resolvido de maneira bastante tra-
balhosa foi o da integral
1
/ r2dx
0

e que pode, usando o teorema fundamental do Calculo, ser resolvido em
apenas uma linha se observarmos que

¢ uma primitiva da funcao f(z) = x*. Assim
1 3 1 1
/ 22dx = V—} = -
) 3],73

5 Exercicios resolvidos

1. Calcular a area da regiao R situada entre os graficos das fungoes f

e g no intervalo [0, 2] sendo f(z) = x(z —2) e g(x) = g

Solugao. Os graficos estao representados na seguinte figura

Desde que f < g no intervalo [0, 2], podemos escrever a drea A(R)
da regiao R como

A(R) = /02[9(1) — f(z)]dz = /02 (gx - 932) dz = g

2. Encontre a equacao da curva passando por (1,5) e cuja tangente em
(x,y) possui inclinacao 4.

Solugao. Relembrando que a derivada de uma funcao y = f(x)
representa a inclinagao da reta tangente ao seu grafico, tem-se que
f'(x) = 4x. Desse modo, deve-se encontrar a primitiva de 4z que,
escrita na notagao introduzida nesta aula, é dada por

f(z) = /4xda: =224+ C
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por hipétese, o gréfico da funcao passa pelo ponto (1,5), ou seja,
f(1)=5edal f(1) =2+C =5. Assim C' = 5. Logo f(z) = 22*+5.

3. Calcule /(:L‘ + 1)(z — 1)dx

Solucao.

/(a: +1)(x —1)dx =

4. Calcule/[g(:c)]3g'(x)dx

Solucao. Usando a regra da cadeia, obtemos

de modo que

Em vista disso, Z[g(z)]A‘ é uma primitiva de [g(z)]*¢’(z). Por con-

seguinte,
em que C' é a constante de integragao.

6 Exercicios propostos

1. Achar a drea sob as curvas dadas, entre os extremos indicados

=z3entrex =1ex =5

)
r)=xentrer=0ex=2;

y=zentre v = —1 ez =4;

)

= —entrex=1ex=2.
72

2. Achar a drea entre as curvas y = x e y = x°.

3. Achar a 4rea entre as curvas y = x e y = z°.

4. Achar a drea entre as curvas y = 2% e y = x°.
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5. Achar a érea entre a curva f(z) = (z —1)(x —

entre 1 < x < 3. Esboce a curva.

6. Calcule as seguintes integrais

209

2)(z — 3) e o eixo oz,
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7 Respostas dos exercicios propostos

1. (a) 156
(b) 2
(c) 205
(d) 3
2. 3
3.%
4.%
5.0
2
6 (a)%—i—x—l—C’
3 5
R A
(C)§+Z+E+C
4
(d) ?x£+C’
28
—— —+4C
(e) i

Nesta aula vocé aprendeu:
e 0 processo de quadratura de certas figuras planas;
e a noc¢ao de integral definida e integral indefinida;

e a calcular integrais definidas usando o teorema fundamental do Calculo.
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8 Apéndice

A quadratura da parabola segundo Arquimedes

A Quadratura da Pardbola, ja citada nesta aula, é uma das obras funda-
mentais de Arquimedes que prima pela elegancia e estética como também é
o gérmen do Céalculo Integral. Na Introducao da Quadratura da Parabola,
dirigida a um certo Dositheus, Arquimedes faz mencao a um problema que
preocupava os geometras de entao que haviam tentado, sem muito sucesso,
encontrar uma area retilinea igual a de um circulo ou de um segmento de
circulo, ou seja, tais geometras tentavam fazer a quadratura do circulo.
Mais adiante ele afirma ter conseguido encontrar a solugao para o calculo
da area de um segmento de parabola.

Antes de chegar ao seu método, véarios resultados s@ao demonstrados.

Enunciemos alguns deles, a guisa de ilustracao. Ele comeca com a seguinte
proposicao.
Proposicao 1. Se de um ponto P sobre uma pardbola for tracada uma
linha reta que € ou o seu eizo ou paralela ao seu eixo, como PV, e se QQ)'
for uma corda paralela a tangente a parabola em P encontrando PV em
V, entao QV = VQ'. Reciprocamente, se QV =V Q', a corda QQ' serd
paralela a tangente em P.

Veja a figura 9.13.

Fig. 9.13

Outro resultado é a proposicao 21 enunciada a seguir.

Proposicao 21. Se Qq for a base e se P for o vértice de algum segmento
parabolico, e se R for o vértice do segmento parabdlico determinado por
PQ, entao

APQq =8/ PRQ.

Estamos representando por AABC' a area do triangulo cujos vértices
sao os pontos A, B e C. Veja a figura 9.14 para uma visualizacao dessa
proposicgao.
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Fig. 9.14

Muito embora nao seja dito explicitamente, na Proposicao 21 o seg-
mento de reta (Qq é paralelo a reta tangente a parabola em P. Observe,
também, e isto é enfatizado ao final da demonstracao da Proposigao 21,
que

APQq=8A Prq.

Assim,

2N\ PQq=8/ A PRQ+8A Prq

e entao

1
APRQ + APrq = 1 A PQq

No préximo resultado Arquimedes demonstra o seguinte.

Proposicao 22. Se existir uma série de dreas A, B,C, D, ... cada uma
das quais € quatro vezes a sequinte, e se a maior, A, forigual a do triangulo
PQq inscrito em um segmento parabolico PQq e tendo a mesma base que
a do triangulo e igual altura, entdao

A+B+C+D+--- < (Area do Segmento PQq).

O leitor interessado devera consultar a obra de Arquimedes (ja citada
anteriormente) para estudar as demonstragoes das proposicgoes 1, 21 e 22,
como também de outras, assim como deverd consultar George F. Simmons?

Para verificarmos como executar o método de Arquimedes, chamado
M¢étodo de Ezxaustao, introduzido por Eudoxio, pois consiste em exaurir o
segmento parabdlico por meio de triangulos nele inscritos, consideremos o
segmento parabdlico ilustrado na figura 9.15.

2 George F. Simmons, Céalculo com Geometria Analitica, Vol. 2, pdg. 682-684, Ed.
McGraw-Hill
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g
R
P
r q
Fig. 9.15

Como visto anteriormente
1
APRQ + APrq = 1 A PQq.

Vejamos o que acontece com o segmento parabolico PR() se procedermos
como neste primeiro processo. Facamos uma ampliacao da figura 9.15.

Fig. 9.16

Assim,

1
APT’lR—F AquQ = Z_l A PRQ

e procedendo de maneira analoga conforme figura 9.17

teremos

1
APror + Argeq = ZPrq.
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Desse modo, a soma das areas de todos os triangulos construidos até agora
(que é menor do que a drea do segmento parabdlico PQq) é dada por

APQq+ APRQ + APrq+ APriR+ AR Q + APrar + Argqg =
1 1 1
APQQ—Fzﬁqu—FZAPRQ—FZAPTq:

1 1
APQQ‘FZAPQQ—’—Z(APRQ—FAPTQ) =

1 1\?
APQq—i—ZAPQq—F (—) A PQq =

4
1 /1)’
14 = -
v+ (3)
Repetindo este processo indefinidamente, teremos
1+ ! + 1y +
4 4

e relembrando que a soma de uma série geométrica infinita com razao r,
0 <|r| <1, é dada por

A PQq < (Area do segmento PQq).

Area do segmento PQq = APQq

1
1—7’

1_|_7~_|_7~2_|_...:Z:
=0

Dessa maneira

>

J

Area do segmento PQq = APQq

ol

1
4

=0
1

- APQq'l—

= % - APQq.

Vejam, entao, que a integral de Riemann jazia adormecida desde os
idos da época de Arquimedes.
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Calculo de primitivas ou de
antiderivadas

Objetivos

e Calcular primitivas de fungoes usando regras elementares de primi-
tivagao.

e (Calcular primitivas de funcoes pelo método da substituicao.

e Calcular primitivas de fungoes usando o método da integracao por
partes.

Esta aula sera dedicada as técnicas que nos permitirao calcular primi-
tivas que nao sejam obtidas por simples inspe¢ao. Recordemos que F'(x)
é uma primitiva ou antiderivada de uma fun¢ao f(z) em um intervalo /
se F'(z) = f(z), para todo = € I, sendo que o simbolo [ f(z)dz designa

/f(I)dI:F(ZE)+C.
1 Regras elementares para calculo de
primitivas

Por questoes de completeza estabeleceremos nao apenas novas regras
como também recordaremos outras que ja foram citadas na aula 8. Nas
regras a seguir, o simbolo C representara sempre uma constante arbitraria.

Regra 1. /O dr = C.

215
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Regra 2. /1d.r::v+0.

Regra 3. /a dr = ax + C, em que a é uma constante.

xr—l—l

r+1

+ C, para qualquer nuimero racional r # —1

R (Y ETREY BT ———
e . [0+ oo [ fovi + [ st
R (LR e o

1

Regra 8. /(g(:c))Tg'(:z:)d:z: = 1(g(:c))’"+1 + C, para todo nimero
r

racional r # —1.

Outras técnicas de integracao serao vistas. Antes de passarmos a elas
faremos uma seqiiéncia de exemplos, a fim de que o leitor fixe definitiva-
mente as regras ja estabelecidas.

Exemplo 96. Calculemos a integral

/x6dx

Neste caso basta aplicar diretamente a regra 4.

1
/a:Gd:c:?:f—l—C

[La

Exemplo 97. Calculemos
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Observemos inicialmente que

1 1
/\S/Eda:—/x dx.

Agora, tal como no exemplo anterior, basta aplicar diretamente a regra 4,
para obter

1 O 4
de = —x5 + C.
/\/Ex 4x+

Exemplo 98. Calculemos a integral indefinida

/(2352 — 5z + 3)dx.

Aplicando as regras 5, 6 e 7, obtemos

/(2x2—5x+3)dx:2/x2dx—5/xdx+/3dx

Segue-se das regra 3 e 4 que

2 D
/(2x2 — 5z + 3)dx = §x3 - §x2 + 3z + C.

Exemplo 99. Calculemos a seguinte integral indefinida

/(38 + 4)%ds.

Observemos que

/ (3s 4+ 4)%ds = % / (3s 4 4)?3ds

Assim, podemos aplicar a regra 8 para obter

1/1 1
/(33 +4)%ds = §<§(3$ +4)3) +C = §(3s +4)* + C.

2 Método da substituicao

Para resolver uma integral que possa ser escrita na forma

| o @yis

podemos lancar mao de um processo chamado método da substituicao, que
consiste em tomar u = g(x) e, portanto, du = ¢'(x)dx, de modo que a
integral anterior pode ser reescrita como

[ o= [ sean

Assim, a variavel de integracao, que era x, foi substituida pela nova
variavel u.

Vejamos alguns problemas.
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COSVT
NG

Observemos que essa integral pode ser escrita como

/CO\S/Exdx—Q/cos(\/E)%dx.

Exemplo 100. Calculemos a integral

1
Fazendo u = \/x, obtemos du = ——= dx. Assim,

2Vx

/CO\S/Exda::Q/Cosudu:QSenu:Qsen(\/E)—l—C.

x
r+1
Facamos u = x + 1, logo du = dx. Entao

T u—1
dr = d
/ m—i—lx Vu “

_ /(us_u—

(Va)* = 2vu+C
<\/x—+1)3—2\/x—+1+0

r+1(z—2)+C

dz.

Exemplo 101. Calculemos a integral /

N

) du

I
S

|
[\
:\
+
Q

WINWINWDNDW N
w

Exemplo 102. Calculemos / Va3 — 2z + ldw.

Notemos que 22 —2x+1 = (z—1)?. Assim, fazendo v = z—1, du = dx.
Entao

/de = /mdﬂf
:/Wdu

U] W ot W ot
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3 Integracao por partes

Sejam f e g fungoes derivaveis em um certo intervalo I. Usando a regra
do produto para a derivagao

obtemos

Assim,

/f(x)g’(w)de /(f(x)g(x))’dw—/f’(x)g(l’)dx

o que nos fornece

/ f(@)d (@)dz = f(x)g(z) - / f(@)g(x)dx

que é a chamada formula de integracao por partes. Tal féormula é mais
usualmente apresentada da seguinte maneira. Chamemos u = f(x) e
dv = ¢'(x)dx, de modo que

du = f'(z)dx e v=g(x)

e assim temos a outra forma para a formula de integracao por partes

/udv:uv—/vdu.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 103. Calculemos a integral

/ x cos xdzx.

Para aplicar a féormula de integracao por partes devemos escolher con-
venientemente u e dv observando que u deve ser derivada e dv deve ser
integrada, de modo que a integral resultante se torne mais simples do que
a integral original. No presente caso, facamos

u=2x e dv=-coszdx

o que nos da
du=dr e v=-senzx

donde

/xcosa:da::xsen:v—/senxd:r:xsenx+cosas+0.
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Exemplo 104. Calculemos

/ z? cos xdzx.

Chamemos u = 22 e dv = cos xdx para obter

du = 2xdxr e /dv = /cosxdx,

e assim v = senz. Logo,
/3:2 cosxdr = r’senx — /(sen x)2xdx

e observemos que devemos integrar por partes o termo

/ xsen xdx.

u=21x ¢ dv=senxdx

Facamos

o que fornece
du=dr e v = —cosz.

Dali,
/xsenx = —2COST + /cosxdx = —xcosz +senzx + C.
Voltando & integral [ z* coszdz, teremos

/3:2 cos xdr = x’senx + 2x cosx — 2senx + C,

em que C é a constante —2C'.

Para nos certificarmos de que os célculos efetuados estao corretos,
podemos derivar a funcao

r?senz + 2z cosx — 2senx + C}

2

cujo resultado deve ser x“ cosx. De fato,

(x?senx + 2x cosx — 2senx + C,)’
2xsenx + x? cosx + 2cosx — 2xsenx — 2CoS T
= 2%cos x,

o que mostra que os calculos efetuados estao corretos. Evidentemente,
apds o estudante adquirir pratica no processo de integragao por partes,
esta verificacao final pode ser dispensada.

Deixaremos certas integrais por partes, envolvendo exponencial, loga-
ritmos, etc., para aulas futuras.
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Exemplo 105. Calculemos

/ wsen (kz)dz.

em que k é uma constante nao-nula. Facamos

u=2x e dv=sen (kx)dz,

donde L
du=dr e v= —COS( ?)
k
o que implica

k 1
/xsen (kx)dx = _%(x) +2 /cos(k:a:)da:

zcos(kx) 1
i — + zasen (kz) + C.

Observa-se que, ao calcularmos integrais indefinidas, sempre surge a
chamada constante de integracao. Em alguns casos pode-se determinar
tal constante de integracao. Vejamos um exemplo no qual isso ocorre.

Exemplo 106. Determinemos a curva que passa pelo ponto (2,3) e cuja
declividade da reta tangente a ela, em cada um de seus pontos (z,y), é

dada por _z
)

Seja y = f(x) a equagao dessa curva. Assim,

Yy =—-—
Yy

pois a derivada 1y’ mede a declividade da reta tangente em cada um de

seus pontos. Dai, yy’ = —x e observando que, usando a regra da cadeia,
d
=2y,

teremos 2yy’ = —2x. Logo

d

2
- = _9
dx[y] T

o que nos diz que y? é primitiva de —2x. Pela definicao de primitiva,
tem-se

Y = /—Qxdx =2+ C,
em que C é a constante de integragao. Assim,

>+ =C
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é a expressao algébrica de todas as curvas cuja declividade da reta tangente
, X e -
em cada um de seus pontos é ——. Desta ultima expressao tem-se que

y # 0. Além disso, como z? + y* > 0, quaisquer que sejam (z,y),y # 0,
facamos C' = R?, R > 0, e daf

y=vVR?>—122 ou y=—VvVR?— 22

Observando-se que no enunciado exige-se que o ponto (3,4) pertenca a
curva, facamos x = 3 e y = 4 para obter

324+ 42=R*=925

o que nos fornece R = 5, de modo que a curva procurada é y = v/ R? — x?
que ¢ o semicirculo de centro (0,0) e raio 5.

4 Funcoes trigonométricas inversas

Introduziremos agora a nogao de funcao trigonométrica inversa. Come-
cemos com a inversa da fungao sen. Como é bem conhecido, a funcao sen
nao ¢ injetiva e em vista disso nao existira sua inversa. No entanto, se
restringirmos seu dominio, por exemplo, ao intervalo [—7, 7], teremos que
a funcao sen, restrita a este intervalo,

sen : [~ 7] = [~1,1]

¢é injetiva e sobrejetiva, de modo que existe a sua inversa, designada por

arcsen ,
T

—=1,1 —. —.
arcsen : [—1,1] — | 2,2]
Dessa maneira

Yy = arcsenx

é equivalente a dizer que
T = seny.

Derivando ambos os membros de x = seny, observando que y é funcao de
x e usando a regra da cadeia, obtém-se

1 =1 cosy.

Restringindo os valores de y ao intervalo (-7, %), a fim de que cosy # 0,

o que restringira os valores de = ao intervalo aberto (—1, 1), obtém-se
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1
V1— 22

fornece as seguintes regras para derivacao e integracao da funcao arcsen

Como z = seny implica cosy = v/1 — 22, teremos iy = 0 que nos

d< ) 1
_— I n = ———
dp aresent V-2

/ ! +C (10.1)
——— = arcsenx .
V1—2x?

Tudo o que fizemos a fim de determinar uma funcao inversa para a
funcao sen e calcular a derivada e a primitiva dessa inversa pode ser re-
produzido para a func¢ao cos em que, nesse caso, restringimos x ao intervalo
(—1,1), o que restringe y a (0, 7). Assim,

d 1

—(arccos ) = —————
dx ( ) arccos T

1
/ ———=dx = arccosx + C.
V1—2?
Vejamos o que acontece no caso da funcao tangente. Observemos que
essa funcao, restrita ao intervalo (-7, %),
; ( 7 7r) ( +00)
==, =) = (=00, +),
8- \T22
é injetiva e sobrejetiva (além de continua, derivavel, etc.), de modo que
podemos definir sua inversa

T
g : (—o0,+00) — 55

de modo que y = arctgx se, e somente se, x = tgy. Derivando ambos os

membros desta ultima igualdade, lembrando que y é uma fungao de z, e
usando a regra da cadeia, obtemos

1 =1 -sec?y.
Como sec?y = 1 + arctg 2y = 1 + 22, teremos

1
1+ 22

d
%(arctg x) =

de onde resulta

1
/ n x2da: = (arctgz) + C.

Vejamos alguns exemplos de integrais nas quais aparecem termos da

forma vk2 — 22 ou

k2 + 22
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Exemplo 107. Calculemos a integral

1
/ N
1

a menos da constante k, é essencialmente aquela que aparece em (10.1)).
A fim de que elas se tornem exatamente iguais, facamos x = ku, de modo

que dx = kdu e dai

em que k é uma constante positiva. Observemos que a expressao

1 1
/ N | it
| =
——du
iowe
= arcsenu + C
= arcsen <£> +C
- p )

Exemplo 108. Calculemos a integral indefinida

1
[t
Procedendo como no exemplo anterior, facamos x = ku, de onde dx = kdu,
e assim
1 k
/ R / RN

1
= / du
1+ u?

1
= Earctgu +C

1
= Earctg (%) +C.

Exemplo 109. Calculemos
/ x arcsen xdux.

Facamos u = arcsen x e dv = xdx de onde

1 x?
u T U=

Vi

Portanto,

/ J x? 1 / x? d
xarcsen xdr = —arcsenx — — | ———dx
2 2 ) V1= z2
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em que esta tultima integral é resolvida por substituicao. Mais precisa-
mente, fazendo x = sen @, o que implica dx = cos #df, obtém-se

/\/%dx = [ sen?0dh = 5_Seféll +C = g arcsen x—§x\/1_7$2+0.

Portanto,

2 1 1
/xarcsen rdr = %arcsenx — Zarcsen:v + va 1—22+C.

5 Exercicios resolvidos

1
1. Calcule /—de.
T

Solucao. Basta observar que

1
/—6dx = /m_6dx
T

e aplicar a regra 4. Assim,

/—dx—— S 4.

2. Calcule a integral / —d:c

Solugao. Observemos que

/ 1 a:’%dx
T

Assim, segue da regra 4 que

1
3. Calcule a integral indefinida /(1 — x)V/zd.

Solucao. Inicialmente observemos que

/(1 — 2)zdr = /(1 — 2)zide = /(x% — x2)dax

Usando agora a regra 7 e depois a regra 4, obtém-se

/(1 — 2)Wade = /xid:p

—
8
N[
8
S
|

1 1 s
2 2
2 2
1 1
= Qr2(— — — C
x(g 5x)+
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4. Calcule/\3/1 — 22xdx.

Solugao. Essa integral pode ser reescrita como segue
1
/ V1 — 22zdr = ) /(1 - xQ)%(—2x)dx
Agora basta aplicar a regra 8.

/\/1 — 22xdr = —%(%(1 —2?)5)+C = —§(1 — 2?5 4+ C.
3

5. Calcule / sin? z cos zdz.

Solucao. A resolucao dessa integral é conseqiiéncia imediata da
regra 8.

1
/sim2 xcosxdr = /(sin x)? cos xdx = §(sin z)? + C.

6 Exercicios propostos

1. Calcule as primitivas (antiderivadas) a seguir:
1 2
(a) / ( j;;) dx
r? 4 2x
b —d
v (17"
(c) / cos 3zdx
/ senz ,
cos2
/ 1+ cos x
(e) / —(x Y

dx
O AN

i) / V3x — 1da
(i) / (222 + 3)szdx
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(k) / 5V x2da
0 [@ =Dyt

) [

(n) / (1 - 2?)zdx

(0) /(5sen x + 3cosx)dx

o [ (5-5)
(q) / zvx + 1dx
) /:v2 1

2

(s) / cos® xdw
() / sen 2rdx

(u) /\/%dx
(v) /\/%de

2. Encontre a equacdo da curva que passa pelo ponto (1,2) e cuja in-
clinacdo em cada ponto (z,y),z > 0, é dada por T3 + 2.

3. Uma particula se move em linha reta com velocidade v(t) = t* + 2.
Determine a distancia percorrida pela particula, det =1 a t = 3.
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7 Respostas dos exercicios propostos

1
1. (a) 15\/_(15+10:L‘+3x)+0

1
(b) +?+C

(0) % sin (3) + C

1

COSs 2
xz

(d)
(e)

(f) §<m—2)3+0
(2) —Q(x—il)QJrC
(h) 2vVz+3+C

(i) g Bz —1)? +C

1+ coszx

() E (22*+3)* +C
(k) 323 +C

) 2V ("~ 5) + C
(m) —2COS\/_—|—C

(n) — ( —a?)°

(o) —5cosx—|-i’>sen r+C
(B) — + 55 +C

(0) 1z @+ 12 (-2+32)+C
(r) x—;%—C’

(s) g sen42:c C

() g_ sen:ﬂx L

(u) —Z\/1—4x2+0

(V) ; arcsen (2z) 4+ C

(w) arcsen (% x)
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) 208 4oy 2
Y=z x— =
Y=3 3

3. 12 unidades de comprimento

Nesta aula vocé aprendeu:

e a calcular primitivas de funcoes usando regras elementares de primi-
tivagao.

e a calcular primitivas de funcoes pelo método da substituicao.

e a calcular primitivas de funcoes usando o método da integragao por
partes.
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Aula 11

O logaritmo natural

Objetivos

e Estudar o logaritmo natural.
e Fazer aplicacoes da derivada da funcao logaritmica.

e Fazer aplicacoes da primitiva da funcao logaritmica.

Na aula passada vimos a conhecida féormula para o calculo da primitiva
da funcao y = z", que é dada por

l.r+1
"dr = C —1.
/x =T +C, r#

Resta-nos saber o que acontece quando r» = —1, ou seja, o que devemos

fazer para encontrar a primitiva ou antiderivada de y = — = 2~ '. Esta
x

aula é dedicada a definir e a estudar as propriedades dessa importante
fungao chamada logaritmo natural (ou neperiano) e indicada por y = In z.

1 O logaritmo natural

O grafico de y = %, para t > 0, é conhecido do leitor

y

Fig. 11.1

231
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e esta esbocado na figura 11.1, sendo um ramo de uma hipérbole equilatera.

"1
JEL
1t

1
t

Para x > 1 a integral

representa a area sob a curva y = ; e acima do eixo ot, entre os valores

t=1et=uxz. Vejafigura 11.2.

Fig. 11.2

Para 0 < z < 1 a integral acima pode ser escrita como

T |
[ i [
lt act

e assim, neste caso, esta ultima integral representa a area sob a curva,
limitada inferiormente pelo eixo ot, entre t = 1 e t = x, precedida do sinal
negativo. Veja a figura 11.3. Se x = 1, a integral da zero.

Fig. 11.3

Podemos, entao, definir a fungao logaritmo natural da seguinte maneira.
Definicao 2. Definimos a funcao logaritmo natural,
In: (0,+00) = R

por

1
lnx:/ gdt, para t > 0.
1
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N 1
Deve-se observar que a integral / gdt existe, pois a funcao n é

1
continua para t > 0, donde se conclui que a integral que define a funcao
logaritmo esta bem definida, lembrando que qualquer funcao continua,
definida em intervalos fechados e limitados, é integravel.

Esta maneira, aparentemente nao-natural, de definir a funcao loga-
ritmo natural tornar-se-a clara a medida que formos avancando no seu
estudo.

Em virtude do teorema fundamental do Célculo, temos que In é de-
rivavel e

1
— / —
dx(lnx) = (In)'(z) = —» para > 0.

1
Portanto, o logaritmo natural é uma primitiva ou antiderivada de —,

T
somente para z > 0. Uma primitiva no caso em que = # 0 serd construida
futuramente.

Listaremos, a seguir, algumas propriedades da funcao logaritmo nat-
ural as quais comecarao a tornar claro o porqué de chamarmos tal fungao
de logaritmo.

Propriedade 1. In1 = 0, porque

11
lnlz/ —dt = 0.
1t

Propriedade 2. Se x > 1, entao Inx > 0.

Isto é claramente verdade em virtude de integrais de funcoes positi-

1
vas serem positivas e assim —dt representara a area sob o grafico
1t
de — e acima do eixo oz, para t variando de 1 até z.

Propriedade 3. Se 0 < x < 1, entao Inx < 0.

Isto se segue do fato

:)31 1
lnx:/ —dt:—/ 1dt.
1t T 13

1
1
e de que a integral / %dt representa a area sob o grafico de n e

acima do eixo ox, para t variando de x até 1.

d 1
P iedade 4. —(1 = —
ropriedade dx(n|$|) .

Isto se segue dos seguintes fatos: Se x > 0, temos que |z| = = e
assim
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Se x < 0, temos que |x| = —z e dai
d d
201 — “(In(—
—(in]a]) = = (In(~2))

Fazendo u = —x > 0, e usando a regra da cadeia, obtemos
d d du 1 1 1
—(In(—2z)) = —(1 — = (=1) = — = —.
d:c<n( z)) du<nu) der u (=1) —u

Propriedade 5 Inuv =Inu + Inv

Inicialmente, observemos que

Isto nos diz que as fungoes Inz e In(ax) possuem derivadas iguais.
Conseqlientemente,
In(ax) =Inz + K,

para alguma constante K. Dai, quando x = 1, obteremos
Ina=nhl+K=0+K =K.
Conseqiientemente,
In(az) =lna+Inz.

Fazendo a = u e x = v, obtemos a féormula pretendida.

u

Propriedade 6. In ( ) =lnu—Inv

v
Esta propriedade segue-se da anterior da seguinte maneira:

Inu =1In (E ~v> =1In (E) + Inw,
v v

donde u
In (—) =Ilnu — Inw.

v

1
Propriedade 7. In (—) =—Ilnv
v

Na propriedade anterior, fagamos u = 1 para obter

In <1> =Inl—Inv=-1nw.
v
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Propriedade 8. Se r for um nimero racional e x um nimero positivo,
entao
In(z") =rlnx.

Pela regra da cadeia

9 @) = Lrar) =

o p rinz).

:%(

813

Deste modo, como as fungoes In 2" e r In x possuem derivadas iguais,
elas diferem por uma constante, ou seja, existe uma constante K tal
que

In(z") =rlnz + K.
Fazendo x = 1, obtém-se In1 = rInl1 + K e desde que In1 = 0,
concluimos que K = 0 e entao

In(z") = rinz.

Propriedade 9. A funcao Inx é crescente.

Basta observar que

d 1
%(lnx) =_> 0

desde que x > 0. A propriedade segue-se do fato de que, se a
derivada de uma funcao for positiva, entao ela sera crescente.

Propriedade 10. O grafico da fungao In é concavo para baixo.

Basta observar que

d? d d d 1 1
Ja(nz) = - (lnz) = () = —— < 0.

1
Propriedade 11. 3 <ln2<1

Observemos a figura 11.4 e conclua que a drea sob o grafico de f(z) =

1
—, entre x = 1 e x = 2, e acima do eixo ox ¢ maior do que a area
x

1
do retangulo com base [1,2] e altura 5 que é 3 que, por sua vez, é

menor que a area do retangulo de base [1,2] e altura 1, a qual é 1.

y

(=] = —
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: : 1 21 1 21
Mais precisamente, 1= < —dr < 1-1,ouseja = < —dx < 1.
2 1 T 2 1T
Portanto,

1
—<In2<1.
2 n

Propriedade 12. lim Inz = +o0

Tr——+00

Seja k um inteiro positivo qualquer. Entao, para x > 2% teremos
Inz > In(2%)

pois a funcao In é crescente. Assim,

1
Inz > In(2%) = 2kIn2 > 2k (5) = k.

Portanto, como x — 400, temos que Inx excede qualquer nimero
inteiro positivo k, o que implica que

lim lnx = +4o0.

r—+00
Propriedade 13. lim Inx = —c©
z—0t
Facamos u = — e observemos que x — 07 se, e somente se, u — +00.
Portanto
. . 1 . .
lim Inz= lim In{— | = lim (—lnu) =— lim Inu= —oc.
z—0t u——+00 U u—+00 u—+00

Propriedade 14.

9@ ol
/g@fm_IW(”+C

Isto se segue da Regra da Cadeia e do seguinte fato

4 ot = 4@
gz lo@)) ="

bastando observar que

gl(x) = i n i T = In T
[ L = [ L mlat@)hde = lgte)] + C.

Esta propriedade pode ser reescrita como: Fagamos u = g(x), o que
nos permite concluir que du = ¢'(x)dx e dai

gl(x) = @_nu = 1n X
/ﬂ@m_/u_lu+c In|g(z)| + C.
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Observemos que as propriedades do logaritmo listadas até agora nos
fazem tirar algumas conclusoes importantes que serao utilizadas na aula
12 e verificar que o seu gréfico é esbocado na figura 11.5.

Y

o

0 1 X

Fig. 11.5

Na figura 11.6 encontra-se esbogado o grafico da funcao In |z|.

y
1N\ 0 1 X
Fig. 11.6

Antes de resolvermos alguns exercicios, introduziremos uma técnica em
que usamos a derivada do logaritmo, com algumas de suas propriedades,
a fim de facilitar o calculo da derivada de fungoes que, sem essa ajuda,
tornaria o nosso trabalho bastante arduo. Tal técnica é chamada derivacao
logaritmica.

2 Derivacao logaritmica

[lustremos esse método por meio de exemplos.

Exemplo 110. Derivemos a funcao

y = (1 — 32%)*(cos 22)™.

Calculando o logaritmo de ambos os membros da expressao acima,
obtém-se
Iny = In(1 — 32%)* + In(cos 2x)*.

Dali,
Iny = 31In(1 — 32%) + 41n(cos 27)
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e derivando ambos os seus membros

/
% = 1%33;2 - (—6x) + coj?x -+ (—sen2x) - (2) = — . iggﬁ — 8tg2x.
Conseqiientemente
y = —(1 — 32%)*(cos 2z)* (1 i8§$2 + 8tg 2x> .
Exemplo 111. Calcule a derivada de
z(1 — 2%)?
TR

Usando a derivagao logaritmica, obtemos
1
Iny =Inz+2In(1 — 2?) — 3 In(1 + 2?).

y 1 1 1 1 1 4x x

—9g) — = 2) = — — -
(—27) 21+x2(x) r 1—22 1+22

y 1 — a2
e, apos algumas manipulacoes algébricas, obtém-se

, (1 =522 —4ah)(1 —2?)
(14 x2)3/2

Com a introducao da funcao logaritmo podemos considerar uma nova
técnica de integragao chamada integracdo por fragcoes parciais.

3 Integracao por fracoes parciais

A técnica de integracao por frages parciais consiste em determinar
primitivas de funcoes racionais decompondo tal tipo de fungoes em soma
de fungoes racionais mais simples e cujas primitivas sejam calculadas facil-
mente. Comecemos com um exemplo simples.

Exemplo 112. Calculemos a integral

1
/:1:2 — 1dx.

A idéia é decompor a fungao racional

na forma

xr2 —

1 A B

x2—1_1‘—1+x+1
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em que A e B sao constantes a ser determinadas. Dessa tltima igualdade
obtém-se
1A N B Al@+1)+B@x-1) (A+Blx+A-B
-1 -1 24+1  (z—-D(@+1) x?2—1 '

Dai, por uma simples comparagao, tem-se

A+B = 0
A-B =1

1
e B= —5 Portanto,

N[ —

que é um sistema linear cuja solucao é A =

1 11 1 1
2—1 2x—1 2x+1°

Integrando ambos os membros dessa tltima igualdade

1 1/ 1 1/ 1
do = — do — = d
/ﬁ—1$ Q/x—lx 2/x+1%

1 1 1
/ dx:§ln\:c—1\—§ln\x—|—1\+0.

donde

2 —1

Se quisermos simplificar esta iltima expressao, obteremos

1
/x2_1da::ln[K

em que C' = In K. Verifique a validez dessa ultima igualdade.

z— 12

z+1

Exemplo 113. Calculemos a integral
3z —1
—dx.
/ 4+ x—2 o

Usemos um procedimento semelhante aquele do exemplo anterior e
escrevamos

3r—1 A B
w24 —2 :c—1+:c—|—2
observando que 2> + x — 2 = (z — 1)(z + 2). Apd6s um calculo simples
chegamos a

e
I
ol o

eB:z.
3

-1 2 1 1
[l T,
24z -2 3) z—1 3) z+2

2 7
= §1n|m—1|+§ln|x+2|+0.

Assim
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Exemplo 114. Em alguns casos o polindmio que figura no denominador
nao pode ser decomposto em fatores de primeiro grau reais, pois as suas
raizes sao complexas. Em virtude disso, devemos usar outra estratégia.
Vejamos o que acontece com a integral

1
—dx.
/x2—|—2x+2 v

Observemos que o trinomio do segundo grau z2 + 2z + 2 nao possui raizes
reais pois o seu discriminante é negativo. Verifique isso. No entanto, ele
pode ser escrito na forma

P2 4+2=0+2r+14+1=(x+1)?+1

e a integral em estudo se apresenta como

e At
— < axr = — - ax.
2+ 2z + 2 (x+1)2+1

Neste ponto o estudante deve recordar a integral

1
/ o 1du = arctanu + C.
U

Portanto, fazendo u = z 4+ 1 tem-se du = dz e assim

1 1 1
S o o0t = ————dr = du = 1, C =
/$2+2$—}—2x /(Q;+1)2+1x /u2+1u arctan u +

1
/ du = arctanu + C' = arctan(z + 1) + C.

w2+ 1

Exemplo 115. Vejamos a integral

/ x+1

—————dx.

(x+1)2+1

O que fazer com essa integral? Observe que podemos fazer a mudanca de
variaveis u = x + 1 e obter

r+1 U 1 2u
ez = | ———du= du.
/(:c+1)2+1x /u2+1u 2/u2+1u

Nesta tultima integral o numerador do integrando ¢é exatamente a derivada
da funcao que figura no denominador, de modo que

x+1 1 2u 1
T e = = du=-In(u*+1)+C
/(x+1)2+1x 2/u2+1u 2n(u+)—|—

1
= §ln(u2+1)+0

1
= éln(x2—|—2x+2)+0.
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4 Exercicios resolvidos

1. Calcule a derivada de In(5z + 3).
Solucao. Usando a regra da cadeia

15
5t+3 br+3

d d
%(ln(fm +3)) = %(5$ +3) -

2. Calcule a derivada de VInzx.

Solugao. Usando a regra da cadeia

%(\/@) = i(lnx)%

1 1 d
= §(lna:)_§ E(lnx)
1 1
= 5(111 {[‘)_%;
B 1
2¢vInz
3. Calcule a integral
/ 2z J
.
2?2 +1
Solu¢do. Basta observar que fazendo g(x) = 2%+ 1 obtemos ¢'(z) =
2z. Dai
2 241y
/ - dx:/wdm:ln|:1:2+1]—|—C’:1n(x2+1)+C.
241 x2 41

4. Calcule a integral

/ tgxdx.
Solugao. Observemos que

sen x —senx
/tgxdm :/ dr = —/ dx.
Cos T Cos T

Fazendo g(x) = cosx tem-se ¢'(x) = —senx e assim

—se cos’
/tg:vd:r;——/ nxda;—/ xdx:—ln]cosx|+0.
cos & cos T

4 7
5. Calcule / 3$8x_ de.

Solucao. Para calcular a integral acima basta acompanhar os calculos
abaixo, justificando as passagens.

427 1 2427 1
/ A / ° dx:61n|3:178—2]+0.

352776 ) 38 -2
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6. Calcule /lnxdx, x > 0.

Solugao. Calculemos essa integral usando a técnica de integracao
por partes. Para isso, facamos

u=1Inzx e dv=dx,

1
de modo que du = — e v = .
x

/lnxdm:xlnx—/xldx:xlnx—x+0.
T

7. Calcule /ln%dx

d
Solugao. Faca u = Inx, o que nos dé du = 2% o assim
x
1 2 Inx)?
Hd:v:/udu:u—nLC': (Inz) +C.
x 2 2
d
8. Calcule a integral / 5 T
x4 =9
1 A B
Solugao. E = = :
olucao screvamos 29 @ —3)(z13) -3 + T3
1
Assim, 1 = A(z+3)+ B(zr —3) edal A = ¢ B= —5 Portanto,

/dx_l/dx+1/dx
2-9  6) x—3 6) x+3

1 1
= 61n\x—3|—6\x+3\+0

1. |z—3
= -1 C
6|z + 3’ *
9. Calcule a integral / o 2)$(x n 3)dx
A B
Solugao. ’ = + Assim, x = A(x + 3) +

(x+2)(x+3) z+2 x+3
B(z +2) edai A= —2e¢ B = 3. Logo,

/(x+2)x(x+3) - /_xi2dx+/xi3dm

= —2njz+2[/+3njz+3|+C
(r +3)*
(z +2)

In +C
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-5
10. Calcule a integral / mdaz
-5 A B C

2 (x 4+ 1) _;+ﬁ+x+1

Solucgao.

243

. Assim, x —5 = Ax(z+1) +

B(zx+1)+Cz*edail A=6, B= —5e C' = —6. Conseqiientemente,

r—95
T e =
/az?(:wl) !

/5 dm—/—dx—/

dx
x+1

= 61n|x|+——61n|x—|—1|—|—0

= 06ln x
x

‘ 5

5 Exercicios propostos

1. Encontre as derivadas das funcgoes.

2. Calcule as seguintes primitivas.

/—dm
(b) /Ig_ da

(c) /xlixdx
(d>/ sendz

1 — cos 3z

© [P

3

(1) / Iz,

/fl— "

-+ C.
1 +x+

1 : .
3. Encontre a area sob a curva y = — e acima do eixo oz, entre x = 2
x

ex =4.
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4. Calcule a integral / (QJUJETBde'

5. Resolva a equagao 2Inz = In(2x).

dx.

2
6. Calcule a integral /1 4x2x_ 5

7. Mostre que Inz < /z, para todo z > 0.
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6 Respostas dos exercicios propostos

(b) =2 lna(cx++33)
(@) v = ——

v V1+ 22
(e) Y =Inzx
(f) v = 3—33:52

§1n(:179—1)~|—C'

In(Inz)+C

22 —Inx+C

)
)
d) %ln(l—cos(?)x))—i-C
)
) %(m)uc
)

—2In(=1++x)+C

7. Sugestao: use o que vocé sabe sobre maximos e minimos.

Nesta aula vocé aprendeu:

e O que é o logaritmo natural.
e a fazer aplicacao da derivada da funcao logaritmica.

e a fazer aplicacao da primitiva da fungao logaritmica.
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7 Apéndice

Historia dos logaritmos

Os logaritmos surgiram como um instrumento para simplificar célculos
em que figuravam numeros muito grandes, principalmente aqueles oriun-
dos de medigoes astronomicas. As propriedades que simplificavam tais
calculos eram aquelas que transformavam multiplicagoes em adigoes e di-
visoes em subtragoes.

Muito embora a formalizagao dos logaritmos tenha sido realizada por
John Napier (1550-1617), um escocés proprietario de terras, que foi o
primeiro a publicar, em 1614, uma tabua de logaritmos, a sua esséncia, ao
que parece, foi levada em conta pelos antigos babilonios! que consideravam
uma tabela em um tablete datado aproximadamente de 1888 a.C., dada
por

Tabela 1

2|1

4

8

16
32
64

| UMY | W DN

O leitor que analisar de maneira acurada esta tabela verificard que ela
se estende obedecendo a uma regra geral, de modo que a tabela 2 a seguir
é uma extensao da tabela 1

Tabela 2
2 1

4 2

8 3
16 4
32 5
64 6
128 | 7
256 | 8
512 | 9
1024 | 10
2048 | 11
4096 | 12

! Learn from the Masters, Editors Frank Swetz, John Fauvel, Otto Bekken, Bengt
Johansson, Victor Katz, The Mathematical Association of America, 1995
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e assim, caso queiramos calcular o produto 32 x 64, basta observar que 32
corresponde ao 5 e 64 corresponde ao 6. Somam-se 5+ 6 = 11 e verifica-se
a linha correspondente ao 11, na qual figura 2048. Assim, 32 x 64 = 2048.

Este foi, essencialmente, o procedimento usado por Napier, que usa
progressoes aritméticas e progressoes geométricas, assuntos bem conheci-
dos dos matematicos do século XVI. Vejamos como proceder. Conside-
remos uma progressao aritmética comecando com 0 e com razao a > 0 e
uma progressao geométrica comecando com 1 e com razao r > 0 e vejamos
a tabela 3, a seguir,

Tabela 3

0
a
2a
3a
4a
5a
6a
Ta
8a
9a

o oo N o T | | 7

o e e - e B

em que se exibe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos das
duas colunas dada por 0 < 1,a < 7,2a < 7%,---na < r" para todo
n=0,1,2,--- Assim, as funcoes f e g definidas por
f(na) =7r" e g(r") =na
sao funcoes inversas uma da outra, de modo que
g(r")+ g(r™) = na+ma = (m+n)a = g(r"r™),
ou de maneira mais concisa

g(r) +g(y) = g(xy).

Também

ou
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Pode-se constatar, sem muita dificuldade, que todas as regras do logaritmo
se verificam, ou seja, g nada mais é do que a funcao logaritmo conhecida
com base r sendo a inversa de uma poténcia.

Somente na década de 1650 foi verificado por Isaac Newton (1642-
1727), em seu Waste Book (1664-1665), que a area abaixo da hipérbole
satisfaz as propriedades do logaritmo. Posteriormente, em 1668, Mercator
encontra o logaritmo como uma série dada por

1, 14 1,

log(1+x)—x—§x —l—gx — 4 +---

Evidentemente que o uso dos logaritmos como instrumento de calculo

esta completamente ultrapassado, dado o advento das calculadoras, com-

putadores, etc. No entanto, sua relevancia perdura em virtude da funcao

logaritmica, que se presta, em parceria com a funcao exponencial, a di-

versas aplicagoes praticas importantes. Isto ficara evidente, por exemplo,
em varias aulas sobre equacoes diferenciais.



Aula 12

A funcao exponencial e a
funcao logaritmica

Objetivos
e Estudar a fungao exponencial.

e (Calcular a derivada e a integral da fungao exponencial.

Como vimos na aula 11, a fungao logaritmica In : (0,00) — R é injetiva
e sobrejetiva. Portanto, existe a sua funcdo inversa In™' : R — (0, 00).
Esta aula é dedicada ao estudo dessa fungao, chamada funcao exponencial.

1 A funcao exponencial

Comecemos com a seguinte defini¢ao.

Definigao 3. Definimos a fun¢ao exponencial exp : R — (0,00) como
sendo a inversa da fungao logaritmo natural In : (0,00) — R.

Como as fungoes logaritmo e exponencial sao inversas uma da outra, os
seus graficos sao simétricos com relagao a primeira bissetriz y = x, como
mostra a figura 12.1.

Listaremos as propriedades da funcao exponencial que sao, essencial-
mente, decorrentes das propriedades da funcao logaritmica.

Propriedade 1. expx > 0 para todo x € R.

Isto se segue da prépria definicao de exponencial pois, ja que In :
(0,00) — R, a imagem da exponencial é exatamente o dominio do
logaritmo que ¢é o intervalo (0, 00).

249
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Y
exp x y=x
/ k
0 X
Fig. 12.1

Propriedade 2. In(exp x) = x para todo = € R.
Esse fato é decorréncia da prépria definicao de funcao inversa e do
fato de exp ser a inversa de In.

Propriedade 3. exp(Inx) = z para todo = > 0.

Justifica-se essa propriedade como no caso anterior.

Propriedade 4. exp : R — (0, 00) é uma funcao crescente.

Deve-se mostrar que se u < v entdo expu < expv. Suponhamos
que u < v. Como u = In(expu) e v = In(expv), tem-se In(expu) <
In(expv) e como In é crescente concluimos que exp u < exp v.

d
Propriedade 5. d—(exp x) = expx ou exp’(r) = exp .
x

Inicialmente, observemos que se y = exp x entao Iny = x. Derivando
ambos os membros desta ultima igualdade com relagao a x, obser-
vando que y é uma funcao de x, obtemos

d
%(lny) =1

e dai

donde concluimos que
y =exp'(z) =y =expuz.

Propriedade 6. Se f(z) for uma funcao derivével, entao a funcao y =
exp f(z) é derivavel e y = f'(z) exp f(x).
Essa propriedade segue-se imediatamente da regra da cadeia.

A guisa de exemplo, a derivada da func¢do y = exp(cosx) é dada por
y' = (cosz) exp(cosz) = —senx exp(cos z).
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Propriedade 7. / exprdr =expz + C.

Esta propriedade é decorréncia do fato de que exp’xz = expx, ou
seja, exp ¢ uma primitiva dela mesma.

Propriedade 8. exp0 =1

Como a fungao exp e a func¢ao In sao inversas uma da outra, tem-se
l=explnl =exp0
Propriedade 9. exp(u+v) =expu-expuv.
E suficiente observar que
Inexp(u+v) =u+v=Inexpu+ Inexpv = In(expu - expv)
e como In é uma funcao injetiva, obtemos
exp(u +v) = expu - expv

exp u

Propriedade 10. exp(u —v) =
exp v

Observemos que
exp(u — v)expv = expl(u —v) + v] = expu

e agora dividindo-se ambos os membros da igualdade acima por exp v
obteremos a igualdade acima.

1

exp v

Propriedade 11. exp(—v) =

Esta propriedade é imediata a partir da anterior.

Propriedade 12. lirf expr = 400
Observemos que, tomando y = 2%, em que k € N, teremos Iny =
In 2%, donde Iny = kIn2 e desde que In2 > 0 tem-se que Iny — +oo
se k — +o00. Conseqiientemente y = expxr — 400 se £ — +00.

Propriedade 13. lim expx =0
Neste caso tomemos y = 27% para k € N. Dai, Iny = In27% de onde
Iny = —kIn2 e como —kIn2 — —oo deveremos ter Iny — —oco e
entao y = expx — 0.
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2 A funcao exp e o nuimero e

A partir de agora o fato de chamarmos a funcao exp de exponencial
comegcard a ser esclarecido.

Definicao 4. Definimos o nimero e como sendo aquele que satisfaz

Ine=1

O numero e estd bem definido, pois a fungao In : (0,4+00) — R é
injetora e sobrejetora. Portanto, dado o nimero 1 € R, existe um tinico
nimero positivo, que designaremos por e, tal que Ine = 1.

Propriedade 14. expx = e” para todo x € R.

Comecemos observando que a propriedade é véalida para x = 1. De
fato,
e =exp(lne) = exp 1.

Por inducao, mostraremos que a propriedade se verifica para todo
n € N. Para n = 1 isto foi exatamente o que acabou de ser demons-
trado. Suponhamos que

e" =expn, paran € N.
Assim exp(n+1) =exp n-expl =e"-e! = " 0 que mostra que
a propriedade é véalida para n + 1 e, conseqiientemente, valida para
todon € N

Se n for inteiro positivo, teremos
exp(0) = 1 = exp(n + (—n)) = exp(n) - exp(—n)

e assim

1
exp(—n) = po— ==

m -, o

Suponhamos que r = — em que m e n sao nimeros inteiros e n # 0.
n

Dai,

m 1 1
expr:exp<5):exp 54_..._1_; =

S/

m—Vezes

oo () o () =

em que usamos o fato de que exp (%) — en. Mostremos este fato:
1

Seja y = exp (%), ou seja, Iny = - o que implica nlny = 1 e dai

Iny” = 1 = Ine e pela injetividade da funcao In tem-se y" = e e
~ 1

entao y = exp (1) =en.

n

3=
3=
I3

cen =e
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Desse modo temos
expr =e€’,

para todo r € Q. Assim, é natural definir a poténcia e, para qualquer
nimero real z, como feito a seguir.

Definicao 5. Dado qualquer nimero x € R, define-se

e’ =expuz.

De agora em diante trabalharemos com a funcao exponencial apresen-
tando-a mais na forma y = e* do que na forma y = exp x.

Cabem algumas observagoes sobre o niimero e, que é a base do sistema
de logaritmos naturais.

O nuimero e é um nimero irracional, ou seja, ele nao pode ser escrito na
-~ D .
forma de uma fragao =, em que p, ¢ € Z, com q # 0, e seu valor aproximado

é 2,71828182845.... Na verdade, e é um numero transcendente, isto é, ele
nao ¢ raiz de nenhum polinomio da forma

P(z) = ap2™ + ap 12"t + -+ ayx + ag, a, #0

em que os coeficientes ag, ay, ..., a, sejam inteiros. Os numeros que nao
sao transcendentes sao chamados algébricos.

Deve-se ressaltar que todo ntimero racional ]2, p,q € Z, com q # 0, é
q

algébrico. Basta observar que P ¢ raiz do polinomio de grau 1
q

P(z) = qz — p.

No entanto, existem nimeros irracionais que sao algébricos, como é o caso
de V2, que é raiz do polinomio P(x) = x* — 2. Para mais informagoes
sobre tais classes de ntimeros, o leitor pode consultar D.G. de Figueiredo®

Uma maneira de calcular e¢* é por meio de uma entidade matemaética
chamada série numérica que é, grosso modo, uma soma com uma in-
finidade de parcelas. Detalhes sobre estas séries serao vistas nas aulas
referentes a Andlise. Apenas como uma informagao adicional observemos
que e pode ser escrita como

sendo que uma boa aproximacao para e€”, qualquer que seja x € R, é dada

por

T x? "

e e

1' 2' m, n:1,2,...

'Djairo G. de Figueiredo, Niimeros Irracionais e Transcendentes, colecio Iniciacao
Cientifica, Sociedade Brasileira de Matemaética, 2002.
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de sorte que quanto maior o valor de n melhor serd a aproximacao obtida.

Deve-se enfatizar que as funcoes exponencial e logaritmica sao aplica-
veis em varios problemas oriundos nao s6 da Matematica como também
do mundo fisico.

Uma classe desses problemas esté relacionada com os chamados cresci-
mento ou decaimento exponencial. Tornemos isso mais preciso.

Suponhamos que y = y(t) represente o valor de uma certa quanti-
dade, no tempo ¢, cujo crescimento ou decrescimento seja expresso pela
igualdade

dy

i
em que k é uma certa constante nao-nula. Tal expressao traduz o fato de
que a taxa de variagao (derivada) da quantidade y é proporcional ao valor
de y em cada instante .

ky,

Facamos ¢(t) = e calculemos sua derivada, usando a regra do

ekt
quociente:
dg ekt% — ykeM  eFtly — ykekt

o2kt o2kt
qualquer que seja t em um certo intervalo, normalmente (0, +oc). Por-
tanto, ¢g(t) deve ser constante, de modo que

para alguma constante C' e para todo t > 0, ou seja,

y(t) = CeM.

Suponhamos que no fendmeno que estejamos a estudar, conheca-se o valor
de y em ¢t = 0, digamos y(0) = yo. Assim, podemos determinar o valor de
C:

Yo = y(0) = Ce*? = C

e entao
y(t) = yoe™.

Se k > 0, diz-se que y cresce exponencialmente e, se £k < 0, diz-se
que y decresce exponencialmente. Esse tipo de problema sera estudado
detalhadamente nas aulas referentes as equacoes diferenciais.

Nos exercicios resolvidos mostraremos varias propriedades importantes
das fungoes exponencial e logaritmica e que o leitor deve estudar com
cuidado.

Um problema importante em Biologia, que ja foi citado an passant, é
o do crescimento populacional de bactérias. Designemos por N = N(t) o
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nimero de bactérias em uma certa colonia de um experimento cientifico.
Um modelo razoavel para descrever tal fenomeno, caso nao haja inibigao
ao crescimento das bactérias, é o descrito pela relagao

dN
— =kN
dt ’

dN
em que o ¢é a derivada de N, que representa a taxa de crescimento po-

pulacional, e £ é uma constante positiva, sendo que esta ultima relagao é o
que chamamos de equagao diferencial, a qual expressa o fato de que a taxa
de crescimento da cultura de bactérias, em cada instante ¢, é proporcional
a quantidade de bactérias neste mesmo instante.

Reescrevamos tal equacao diferencial na forma

N'(t) _
N(t)
e observemos que pr In(N(t)) = ]]\\[[/((f)) , OU seja,
d
p In(N(t)) =k

o que nos diz que In N (t) é uma primitiva da fungao constante k, isto é,
InN(t) = /kdt—i—C
Portanto,

InN(t) =kt +C

e usando o fato conhecido de que as fungoes logaritmica e exponencial sao
inversas uma da outra, teremos

N(t) — ek:t-i—c — C. ekt
e chamando e® = A, obtemos

N(t) = AeM

dN
que é a chamada solugao geral da equacao diferencial T kN, e diz

entao que a populacao de bactérias possui crescimento exponencial.

Admitindo que saibamos calcular o nimero de bactérias no inicio do
experimento, isto é, n(0) = Ny é um valor conhecido, obteremos N (0) =
Ae? = A= N,. Dai,

N(t) = Nye*.

Vejamos uma situacao concreta.
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Suponhamos que em um experimento cientifico um pesquisador dispoe
de uma colonia de bactérias para ser observada. Admitamos que no dia
1 de abril existam 1 milhao de bactérias e no dia 1 de maio elas tenham
crescido e atingido a marca de 7,5 milhoes. Observemos que a funcao que
rege tal fenomeno é N () = Nye*. Considerando ¢ = 0 no dia 1 de abril,
teremos

N(0) = 1000000 = N,
e dai
N(t) = 10%eM.

Como calcular k7 Ora, N(30) = 75-10°, e dai N(30) = 10%e*3°, donde se
conclui que

In7,5
30

k:

=0,0672.

Assim
N(t) o~ 106 . 6070672t.

Quando a colonia de bactérias atingiria a formiddvel marca de 10° elemen-

tos? Simples:
109 o 106 . 60’0672t

e dai
In 1000
0,0672

Essa marca sera alcancada no dia 11 de julho.

1%

t

= 102, 8 dias.

3 A funcao exponencial de base a

Observe que, muito embora a funcao e tenha sido introduzida no

. /1 - V3 . -
ensino médio, expressoes como mV¥ ou /2", entre outras, ainda nao
foram rigorosamente definidas. Ora, como ja sabemos calcular e*, para
qualquer valor real de x, a defini¢ao seguinte devera soar bastante natural.

Definicao 6. Dado qualquer ntimero real a > 0,a # 1, define-se a fungao
exponencial de base a por

am — emlna.

Essa funcao, como era de esperar, herda todas as propriedades da
funcao exp x = e”. Facamos alguns casos, a guisa de exemplo.

CLO — exlna — 60 — 1,

CLl — el-lna — elna =a,

pois, como ja foi observado, as fungoes exponencial e logaritmica sao in-
versas uma da outra.
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a*t =a" - a.
Esta propriedade segue-se dos célculos a seguir:

zlna+ylna zlna zlna T

a*ty = elrty)na — =e e =a"-ad.

=e
Estabeleceremos, em seguida, um teorema que nos fornecera uma pro-
priedade basica da fungao a”.

Teorema 18. Seja a um nimero positivo e sejam x e y numeros reais
arbitrarios. Entao
(a®)¥ = a™.
Demonstracao. Usando a definicao de exponencial, tem-se

(ex)y — eylne” — V% — e:cy’

e assim a propriedade é vélida para a = e. Portanto,

(ax)y — <6$1na)y — ezylna — a™.

o que completa a demonstracao. O

Vejamos outras propriedades da funcao a®. Comecemos com a sua
derivada.

d
Propriedade 15. —(a”) = a”lna.

dx
De fato, considerando que a® = e*"? podemos usar a regra da
cadeta, para obter
d d

T rlna T
—(a") = —(xlna)e =a”Ina.
o-(a") = —(zlna)
Decorre dai que, se a > 1, entao a® é crescente e, se 0 < a < 1, tal
funcao é decrescente.

Propriedade 16. Se a > 1, entao lir}rl a® = 4o00.

Com efeito, a® = €*"? e sendo a > 1, segue-se que Ina > 0 e
assim xlna — +o00 se x — 400, o que implica que €% — 400,
mostrando a propriedade.

Propriedade 17. Se 0 < a < 1, entao lim a® = 0.

T—-+00

Realmente, a® = e ¢ como 0 < a < 1 tem-se que Ina < 0 e daf

xlna — —oo se x — +o00, donde se conclui que e*™¢ — 0.

De maneira analoga mostram-se as duas propriedades seguintes.

Propriedade 18. Se a > 1, entao lim = 0.

r——00
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Propriedade 19. Se 0 < a <1 entao lim = +oo.

T——0Q
Destas propriedades, segue-se que a funcao exponencial a”, definida
em x € R, é injetora e sobrejetora tendo como imagem o intervalo
(0, +00), de modo que seus graficos, conforme sejam 0 < a < 1 ou
a > 1 estao esbogados nas figuras 12.2(a) e 12.2(b) dadas a seguir.

a’ com 0<a-<l a* com a-1

Y Y

\ /

S~ g

0 X 0 by

Fig. 12.2(a) Fig. 12.2(b)

Observemos que

(ax)/ —Ina- e:tlna

(CLZ)// — (ln a)2 . e:plna >0

que foram usadas para tracar os graficos representados nas figuras 12.2(a)
e 12.2(b).

4 A funcao logaritmica de base a

Até agora estudamos a funcao logaritmica In, definida como sendo a
inversa da funcao exponencial de base e. Introduziremos agora outras
funcoes logaritmicas que sao definidas como inversas de fungoes exponen-
ciais de outras bases.

Definigao 7. Seja a > 0, a # 1. Define-se a fun¢ao logaritmica de base a,
log, : (0,4+00) — R, como sendo a inversa da fungao

R — (0,+00)

T a®,

Portanto, temos que y = log, = se, e somente se, x = a¥. Dali, segue-se
que Ina? = Inz se, e somente se, ylna = Inx, donde

Inz
Y= na
na
o que nos fornece
Inx
log, x = —

Ina
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Resulta, também, da definicao que

a'%® =z e log,(a") = z.
Como exercicio, prove as seguintes propriedades:

(i) log,1=0;
(ii) log,a = 1;

)
)
(iii) log,(uv) = log, u + log, v;
(iv) log, (%) = log, u — log, v;
(v) log, (3) = —log, v;

)

(vi) log,(u") = rlog, u

Estas propriedades decorrem daquelas mostradas para o logaritmo na-
tural.

5 Exercicios resolvidos

1. Mostre que
x

e’ = lim (1+—) .
n—-+4oo n
Solugao. Escreva
x

= (1+7)

t
de onde

In f(t) =tln (1—1—%) = {ln(l—k%)—lnl] .

z
t

Fixado z teremos que ¢ — +o0o implica ¥ — 0 e observe que

In(l14+2x/t) —In1l

t

¢é o quociente de Newton da funcao In no ponto 1 em que o acréscimo
h = % tende a zero quando t — +o00. Assim,

In(1 —Inl
lim In f(t) =z lim n(l+ zit) 2. In'(1) = .
t——+o0 t——+o00 7

Desse modo,
Inf(t) -z se t — 400
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e assim
eMFO e se t — 400,
ou seja,
f(t) — € se t — 400
Conseqlientemente,

t
e’ = lim (14—%) )

t——+o0

Fazendo x = 1 temos uma maneira de calcular aproximacoes para o

numero e:
1\
e = lim (1 + —> .
t——+o00 t

/ a®dx

em que a é um numero real positivo e diferente de 1.

2. Calcule a integral

Solucao. Sabemos que

d
%(am) =a"lna

e dai 41
a® = —(—a").
das<lna )
Segue-se que l—ax é uma primitiva de a”. Portanto,
na

1
/af”dx = l—ax + C.

na

3. Calcule a integral / rlnzdz.

Solugao. Usaremos a férmula de integragao por partes, introduzida

na aula 10, ou seja,
/udv = uv — /vdu.
72

1
Chamemos © = Inx e dv = xzdx para obter du = —dr e v = ol
x
donde
1

2 21 1
/xlnxdx:%lnx—/%gdx:§x21n$—1$+0.
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Calcule a integral / In zdx.

Solugdo. Fagamos u = Inx e dv = dx e usemos a férmula da inte-

. 1
gragao por partes. Assim, du = de e v = x, o que nos fornece

/lnxdm:xlnx—/lxdm:xlnx—m+0.
x

Encontre a equacao da reta tangente ao grafico da funcao y = Inx
no ponto (1,0).

Solugao. A inclinagao da reta tangente ao grafico da fungao y = Inx

em um ponto de abscissa z > 0 é dada por d_y = —. Fazendo z = 1,
A

= 1 e dal a reta tangente solicitada no

z=1

‘ ( T > x+1
lim )
z—+oo \ T + 1

Solucao. Observemos que

. " z+1 ' T+ 1-1 z+1
lim = lm {—
z—+oo \ T + 1 T—-+00 T+ 1

Lo dy
teremos a inclinagao ——
dz

problema é y = x — 1.

Calcule o limite

Exercicios propostos

2

. Calcule / 1 dz.

rlnz
. Mostre que
. TN\™ _
lim (1——) =e "
n—-400 n
Encontre todas as fungdes f(x) que satisfazem a igualdade f'(z) =

f(@).
Encontre a drea da regiao plana limitada pelos graficos das fungoes

=22y = % e pela reta vertical x = 5

Mostre que a reta tangente ao gréafico de y = Inx, passando pelo
ponto de abscissa e passa pela origem.
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6. Encontre a area da regiao limitada pelo eixo ox, a reta z = e e o
grafico de y = Inx.

Fig. 12.3

7. Calcule a derivada de cada uma das fungoes abaixo:
(a) 28" (b) 10°° (c) 10°z1°.

8. Calcule as derivadas das funcoes abaixo:

(a) y=¢

(b) y =evx
(c) y=e3
(d) y: COSI
(e) y = el
) y=%

(g> y = 3S€Hac
(h) y: OCCCOS$
(i) y=a*
(G) y=¢e*

9. Esboce o grifico da funcao y = el®.
10. Esboce o grafico da funcio y = e*** em que k é uma constante.
11. Esboce o gréafico da funcéo y = el®**,

12. Determine a reta normal ao grafico da funcao y = ¢** quando z = 1.

13. Mostre que as fungoes y;(z) = €%, ya(z) = €** e y3(z) = Ae” + Be*
satisfazem a igualdade

y" — 3y + 2y = 0.
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Respostas dos exercicios propostos

. In2
€T n
Sugestao: Verifique inicialmente que e* = lim (1 + —) . A seguir,
n——oo n
X n
no limite lim (1 — —> = e ¥, faca a mudanca de variavel u = —n.
n—-+00 n
f(z) = Ae® em que A é uma constante.

In2 — 1
24

1
A equacao da reta procurada é y = —x
e

(a) 8 +8%zlnz (b) 2-102In(10) (c) 10°2%Inz + 10 - 1072?

(a) y = 5¢e

(b) o' = 2\6/5

(c) ¥ = %65

(d) ¢ = —e“"senx
av-{ 2%
(f) y' = —636(9;3_ 2

(g) ¥ =In3(3°"" cosx)

(h) ¢ =10"“*"(cosz — zsenz)In 10
® 1
(i) ¥y =% ¢€” <1nm + —)
x

G) ¥ =e*2"Inx
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Fig. 12.4

10.

0
Fig. 12.5
11.
ek
0
Fig. 12.6
12 ! (x—1)+
= ——(x — e
Y 2e

13. Basta mostrar que a funcao y; e suas primeira e segunda derivadas
satisfazem o} — 3y} + 2y; = 0 fazendo substituigao de yi, y; e yf
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nessa férmula. O mesmo deve ser feito para ys e ys.

Nesta aula vocé aprendeu:

e a definicao e as propriedades da funcao exponencial.

e a calcular a derivada e a integral da fungao exponencial.
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8 Apéndice

Como construir uma tabua de logaritmos

Este Apéndice é baseado, parcialmente, em um artigo do Prof. Geraldo
Avila?

Como vimos na Defini¢cao 7/desta aula, dado um ntimero positivo a # 1,
o logaritmo de um numero positivo x, na base a, é dado por

Inx
log, x = —
Ina

e a fungao log, : (0,+00) — R é a inversa da fungao exponencial

R — (0,+400)

r — a*.

Antes do advento e popularizacao das calculadoras eletronicas, os valo-
res dos logaritmos vinham listados em tabelas incluidas nos textos utiliza-
dos no Curso Cientifico, um dos precursores do atual ensino médio. Veja o
livro de Bezerra®, bastante popular hé algumas décadas, que contém uma
tabua de logaritmos.

Como, entao, tais tabuas eram construidas?

Os logaritmos que mais se popularizaram foram os decimais, que sao
aqueles calculados na base 10. Tais logaritmos, foram introduzidos por
Henry Briggs (1561-1631), e por isso sao também chamados logaritmos de
Briggs, tiveram sua tabua publicada pela primeira vez em 1617 e, depois,
em uma versao mais ampliada, em 1624.

Comecemos lembrando o que vem a ser o logaritmo de um nimero na
base 10:

O logaritmo de um ntimero N na base 10, designado por
log,y N, é o expoente r a que se deve elevar 10 a fim de obter
N, isto é, N = 10".

De agora em diante designaremos o logaritmo na base 10 simplesmente
por log. Observemos, inicialmente, que qualquer niimero positivo pode ser
escrito na forma de uma poténcia de 10 vezes um ntimero « pertencente
ao intervalo [0, 10). Por exemplo,

17749 = 1,7749 x 10*
0,00031 = 3,1x107*

2Geraldo Avila, Como se Constréi uma Téabua de Logaritmos, Revista do Professor
de Matemadtica 26(1994)1-7.

3Manoel Jairo Bezerra, Curso de Matemética, Companhia Editora Nacional, Sdo
Paulo, 1970.
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Portanto, é suficiente conhecer os logaritmos dos nimeros do intervalo
(1,10). Tais logaritmos sao chamados mantissas. Se quisermos calcular
log 17749, basta saber o valor de log 1, 7749 pois

log 17749 = log(1, 7749 x 10%) = log 1, 7749 + log 10* = log 1, 7749 + 4.

Briggs procedeu da seguinte maneira. Inicialmente ele extraiu a raiz
quadrada de 10, seguida das extragoes sucessivas das raizes quadradas dos
resultados obtidos em cada extracao. Isto é equivalente a calcular

10z, 101, 10s, 10%, ...
Assim, )
102 = 3,1622 = log3,1622 = 0, 5;
101 = 1,7783 = log1,7783 = 0,25;
108 = 1,3352 = log1,3352 =0, 125.

Prosseguindo desta maneira ele obtinha uma tabela na qual estava incluida
a seguinte tabelinha:

x log x
1012 = 3,16228 | 0,50000
1014 =1,77828 | 0,25000
108 =1,33352 | 0,12500
101716 =1,15478 | 0,06250
10132 = 1,07461 | 0,03125
101764 =1,03663 | 0,01563
101712 = 1,01815 | 0,00781
101/ =1,00904 | 0,00391
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Aula 13

Aplicacoes da integral

Objetivos

e Utilizar a integral definida para calcular area, comprimento de arcos,
volume de solidos de revolucao e trabalho mecanico.

Iniciamos a aula 9, dedicada a integracao, motivando o conceito de in-
tegral definida, a chamada integral de Riemann, por intermédio do célculo
de areas. Mais precisamente, se tivéssemos que calcular a area da regiao
R esbocada na figura 13.1, a seguir,

Fig. 13.1

limitada lateralmente pelas retas verticais © = a e x = b, inferiormente
pelo segmento [a, b], contido no eixo ox e superiormente pelo grafico da
fungao y = f(x), fatidvamos tal regidao em finissimos retangulos e, & me-
dida que suas bases se tornassem cada vez menores a area total desses
retangulos ficariam cada vez mais proxima da area de R. Veja figura 13.2.
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Fig. 13.2

Esse procedimento, extremamente til, se aplica nao somente em proble-
mas geométricos mas também em problemas fisicos. Esta aula e a seguinte
serao dedicadas a essas aplicagoes. Comecemos relembrando o estudo das
areas.

1 Calculo de areas

Nesta secao estudaremo o cédlculo de area de regidoes do plano que
sao associadas a graficos de funcoes. Analisaremos duas situacoes: areas
abaixo de graficos de fungoes e areas entre gréaficos de fungoes.

Area abaixo de grafico

Suponhamos que se queira calcular a area da regiao R descrita ante-
riormente, muitas vezes chamada de drea abaixo do grdfico da fungao, e
que a funcdo y = f(x) seja positiva, para todo = € [a,b]. Subdividindo o
intervalo [a, b] em subintervalos da forma

Aa=Tg< T <Xy < ---<x,=b

(lembremos das partigoes introduzidas na aula 9) e escolhendo pontos
arbitrarios & pertencentes aos intervalos [z;_1,x;], temos que a drea de
cada retangulo R;, como na figura 13.3,
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e

\4

Fig. 13.3

é dada por

em que Ax; = x; — r;_1, de modo que a soma total das areas de todos os
retangulos R; é
N

> f(&)A;.

i=1

Essa é uma aproximagao da area R que se quer calcular. Designemos por

P={a=zy<z1<12<...<20 =0}

| P|| = max Az;.

1<i<n

Observemos que

[Pll—0

N
lim Zf(&)Axi

fornece a drea de R que é exatamente a integral definida de y = f(z) no
intervalo [a, b]. Assim, designando a drea de R por A(R), teremos

A(R) = / f(w)de. (13.1)

De posse da expressao em (13.1) estudaremos varios casos.

Exemplo 116. Calculemos a area da regiao R compreendida entre as
retas x = 1, z = 2, 0 eixo oz e o grafico da funcao y = 2%. Essa regiao é
mostrada na figura 13.4.
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Fig. 13.4

A area da regiao procurada é
2

A(R):/IZxQda:: {%311:2

Exemplo 117. Calculemos a area da regiao compreendida entre o eixo
oz e o grafico da fungao f : [0,7] — R definida por f(z) = senx.

Queremos calcular a area da regiao mostrada na figura 13.5.

y =senx
0 o
Fig. 13.5
A area dessa regiao é dada por
™
/ senz dr = [cosz]; = —cosT + cos 0 = 2.
0

Area entre graficos

Suponhamos que se queira calcular a area da regiao R limitada pelos
graficos das fungoes y = f(z) e y = g(x), para a < z < b, em que
f(z) > g(x) > 0, para todo = € [a, b], conforme figura 13.6.
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Fig. 13.6

b b
Assim, a drea A(R) de R é calculada por A(R) = / f(x)dx—/ g(x)dz,

ou seja,

AR = [ 17(e) - gla)lds (13.2)

No presente exemplo, supusemos que ambas as fungoes assumiam ape-
nas valores positivos. No entanto, a expressao em (13.2) continua vélida
mesmo no caso em que as fungoes atinjam valores negativos. Consideremos
a situagao como a esbogada na figura 13.7.

o

a b
R,
g

Fig. 13.7

Neste caso, a regido R = Ry U Ry e A(R) = A(Ry) + A(Ry). A area
A(Ry) é calculada por

b
AR = [ fayis

enquanto ,
A(Ry) = —/ g(x)dx

em que a presenca do sinal — na expressao acima se deve ao fato de que
g(x) é negativa em |a, b]. Portanto

aw) = [ e+ (= [ o) = [ 176 - ooar
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Mesmo que tenhamos a ocorréncia de graficos como os representados na
figura 13.8, a expressao em (13.2)) continua valida.

y 3

Fig. 13.8

Nesse caso temos R = R{URyUR3. Assim, A(R) = A(Ry)+A(Rs)+A(R3).
Logo

Ay = [ (@) = gl + [ o)~ fde+ [ 1) ~ gl

Exemplo 118. Calculemos a area da regiao R sob a reta y = x+2, acima
da pardbola y = 22 e entre o eixo oy e a reta x = 2, conforme figura 13.9.

A

v

Fig. 13.9

Nesse caso,

2 2 372
10

A(R) = 29— adr = | = yor— L ==,

(R) /0(9(:+ 22)da [2+x 3]0 =

Exemplo 119. Encontremos a area da regiao limitada pela retas y =
2x — 4 e pela parabola y? = 4x.

Vejamos a figura 13.10.
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Fig. 13.10

e observemos que na relacao y? = 4z y nao é funcao de x, mas z ¢é funcao
de y. Assim, podemos escrever

2
Y Y
= — ==+2
x 1 e x 2+

de modo que os valores de y correspondentes aos pontos de intersecao da
reta e da parabola sao determinados pelas raizes da equacgao

y* —2y —8=0,

o que nos fornece as solugoes y = —2 e y = 4. Dessa maneira,

4 y y2 y2 yz 4

2 Integrais improprias

Para termos uma idéia inicial do que iremos desenvolver, comecemos
com um exemplo.

1
Exemplo 120. Consideremos a funcio f(z) = — cujo grafico estd esbo-
x

¢ado na figura 13.11, a seguir.
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Fig. 13.11

Sabe-se que, caso queiramos determinar a area da regiao abaixo do grafico
de tal funcao, entre os valores 0 < a < b < 400, conforme mostrado na

b
figura 13.12(a), basta calcularmos a integral / f(z)dz.

A A

\ 4
A

Fig. 13.12(a) Fig. 13.12(b)

Sejamos um pouco mais ambiciosos e suponhamos que queiramos calcular
a area de toda a regiao abaixo da curva, acima do eixo ox e para a <
x < 400, conforme mostra a figura 13.12(b). Observemos que a regiao

nao é limitada para valores de x > a. Para realizarmos tal objetivo,
b

calcularemos a integral [ f(z)dz e depois faremos b tender para +oo.

O resultado obtido nesse limite ¢ chamado integral tmpropria de primeira
+oo

espécie e serd designada por (x)dx. Assim,

i f(x)de = bkinoo ) de = —bk?oo {;L = — lim {— — —} =

Isso mostra que podemos trabalhar com regioes nao-limitadas, mas que

possuem areas finitas. Quando isto acontece dizemos que a integral im-
+00

propria (x)dx converge.
a

Vejamos um outro exemplo.
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Exemplo 121. Consideremos a funcao f(x) = —= , para valores positivos
T

de z, cujo grafico esta esbogado na figura 13.13.

A

\4

Fig. 13.13

A area da regiao abaixo do seu grafico, acima do eixo ox, entre os pontos

b
1
0<a<b<+ooédadapor/ —dx.
o VT

7

A

\4

Fig. 13.14

No entanto, caso desejemos calcular a drea da regiao limitada pelos graficos
de f(x) = T e pelas retas y = 0, + = 0 e x = b, devemos nos valer,
x

mutatis mutandis, das mesmas idéias desenvolvidas no exemplo anterior.
No caso em tela, procedamos da seguinte maneira: calcularemos a integral

b
/ Tdac e depois faremos a — 07 e assim teremos a integral imprépria
x
a

b
1
de sequnda espécie/ —dx.
o VT
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\4

Fig. 13.15

Portanto,

b 1 b 1
7%=t [ e =l v = 2 i [V - 8] = o

b
e, como no exemplo precedente, diz-se que a integral impropria / Tda:
0 VT

é convergente.

Mais formalmente, seja y = f(x) uma fun¢ao continua em cada in-
tervalo da forma [a, M], em que a € R é um ndimero fixado e M > a.
Em virtude da continuidade de f em cada intervalo [a, M| tem-se que

M
/ f(z)dx existe. Suponhamos que

M
Mli{rkloo /a f(l’)dl’

exista. Define-se entao tal limite como sendo a integral impropria de
primeira espécie da funcao f em [a, +00) e escreve-se

" )z = lm / I

a M —+o00

Se esse for o caso, diz-se que a integral impropria é convergente. Caso
contrario, diz-se que a integral impropria é divergente. No exemplo 120 a
integral imprépria converge.

Pode-se também definir integrais improprias da forma

/_boo fz)dx = Mlin_loo/]\:f(x)dx
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na qual a funcdo f é continua em cada intervalo da forma [M,b] em que
b é um numero real fixado e M < b.

Temos integrais da forma

+o0 M

f(x)de = lim f(x)dx
00 M= oo JN

N — —oo

em que M e N sao numeros reais satisfazendo N < M e a funcao f é
integravel em cada intervalo [N, M]. A expressao

M

deve ser entendida como segue

M M
[ st g ([ s)
N — —o0

Exemplo 122. Calculemos a integral impropia

+00 4
—d
/_oo i

Esta integral é igual a area mostrada na figura 13.16.

1

J’*———4
T 4+x2

0

A\ 4

Fig. 13.16

Pelo que ja foi dito temos

“+o0 M
4 4
/ dr = lim / ——dx
oo A+ 22 M= too Jy 1422

N — —oo

1 1
= lim —2arctan [ =N | +2 arctan | = M
M — +oo 2 2

N — —oo

= lim lim —2 arctan 1 N ) 4+ 2 arctan 1 M
N——oco \ M—+oco 2 2

= 2.
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Consideremos uma outra situacao. Seja f uma funcao continua em
cada intervalo da forma [a + €,b] em que a < b sdo nimeros reais fixados
e € > 0 é qualquer ntmero real tal que a + € < b. Assim, a integral

b

f(z)dz

existe. Caso o limite

lim ’ f(z)dz

e—0t a+te

exista, diremos que ela é uma integral impropria de sequnda espécie e
escreve-se
b b
f(z)dz = lim f(z)dx
a e—=0% Jote
E claro que se f for continua em [a,b] a integral imprépria coincide com
a integral de Riemann usual.

Evidentemente outras situagoes poderao ocorrer. Suponhamos, por
exemplo, que uma certa fungdo y = f(z) seja continua em qualquer inter-
valo da forma [a,b — €] em que a < b sdo nimeros reais fixados e € > 0 é
qualquer real tal que a < b —e. A integral

b—e

f(z)dx

a
sempre existe, qualquer que seja o valor de € como acima. Se

b—e

lim f(z)dz

e—0t a
existir, ele serd também chamado de integral impropria de segunda espécie

e designada por / f(z)dz para a qual sdo vilidas todas as observagoes
feitas anteriormente para a outra integral impropria.

Deve-se observar que a hipétese de que f seja continua foi imposta a fim
de garantirmos a integrabilidade de f nos intervalos fechados e limitados.
No entanto, tal hipotese pode ser substituida por integrabilidade.

3 Comprimento de arco

Inicialmente observemos que as aplicagoes da integral consistem em
aproximar entidades, digamos, curvilineas, por outras que sejam lineares.
Tratemos, no presente caso, do comprimento de curvas. Suponhamos que
tenhamos o problema de calcular o comprimento da curva representada
pelo grafico da fungao derivavel y = f(z), no intervalo [a, b], como descrita
na figura 13.17, a seguir.
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a-Xo X1 X2 ... Xn1 b-xu

Fig. 13.17

O comprimento do arco do ponto Py ao ponto P, é aproximado pelo
comprimento da poligonal FyP; ... P, cujo comprimento sera designado
por L,. Assim,

Ly = PP+ PP+ Py 1P,

As componentes do ponto P;_; sdo dadas por Py_1 = (xg_1, f(2r-1))
e os de P, = (xy, f(z1)), de modo que

Pi1 Py =/ (xr — 2i1)? + (f () — flaror))?

Usando o teorema do valor médio, vide aula 6, a funcao f, no intervalo
()1, xx], encontra-se & € (xg_1,x) tal que

fle) = flar-1) = f/(&) (2 — 21-1)

e designando por Az = xp — x5_1, teremos

PPy = /(Azp)? + [£/(&)]12(Axx)2 = /1 + [f'(&)]2Azy,

de modo que

L= VIF@PAn.

Fazendo a norma da particao
P={rxg=a<z1 <2< ...771 <2, =0}

tender a zero, obtém-se

= lim Z\/ [f (&) P Axy = / V1+[f'(2)]?d.

[Pll—0

e, portanto, temos
b
= / V14 [f(x)]2d.

Essa ¢é a formula para o calculo do comprimento do arco descrito por uma
curva representada pelo grafico da funcao y = f(x) entre z = a e x = b.
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Exemplo 123. Encontremos o comprimento da curva dada pela equagao
3
f(x) = 222 para z entre 0 e 1.
Observemos que f é derivdvel e f'(z) = 3. Assim, o comprimento L
requerido é

zﬁiéxﬁ:}¢wzlu1+@hm=[41+@ﬂ1=§[ﬁ-4]

4 Volume de sdélidos de revolugao

Seja y = f(2) uma fungao continua e positiva definida em um intervalo
fechado [a, b], conforme figura 13.18.

Fig. 13-18

Fagamos uma revolugao completa da regiao R definida por
R={(z,y);a<a<be0<y< flx)}
Veja figura 13.19. Esse sélido é chamado de sdlido de revolugao.

A

Fig. 13-19
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Nosso objetivo é determinar o volume desse sélido, por meio de uma inte-
gragao. Intuitivamente, o processo consiste em fatiar o referido sélido em
fatias finissimas de tal maneira que elas se aproximem de um cilindro. Para
isto consideraremos uma particao P = {a = xg < 1 < 29 < -+ < x, = b}
em que a fatia determinada por [xy_1, x|, conforme figura 13-20,

Fig. 13-20

possui volume aproximadamente igual a

T [F(&)) Axy,

em que & é um ponto do intervalo [x;_1,x|. Desse modo, o volume total
aproximado é

n

> w[f (&) Ay,

k=1

Fazendo, como nos casos anteriores, o maior comprimento Az; tender a
zero, obtém-se o volume V' do sélido de revolugao como sendo

V= w/ab [f(x)]? dz.

Exemplo 124. Calculemos o volume do sélido obtido pela rotagao, em
torno do eixo x, de todos os pares (z,y) taisque 0 <z <4e0 <y < /x.

O sélido em questao esta mostrado na figura 13.21.
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Fig. 13.21

O volume desse sélido é dado por

5 Trabalho mecanico

Desde os cursos elementares de Fisica que conhecemos o conceito de
trabalho mecanico realizado por uma forga constante. Mais precisamente,
suponhamos que se tenha uma forca constante F' deslocando um certo
corpo ao longo de uma trajetéria retilinea, desde o ponto A até o ponto
B, conforme mostra a figura 13.22, e seja d a distancia entre tais pontos.

F

\

d

Fig. 13.22

Define-se o trabalho mecdinico da forca F', designado por WX (F), para
deslocar o corpo do ponto A ao ponto B como sendo

WEF)=F-d.

No entanto, nem sempre acontece de as forcas envolvidas nos fenomenos
fisicos serem constantes. E o que ocorre com as forcas gravitacionais,
elétricas, magnéticas, etc. Em virtude disso, faz-se necessario definir pre-
cisamente o trabalho mecanico quando as forgas envolvidas forem variaveis.
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Restringiremos a nossa anélise ao caso em que a trajetéria é retilinea pois,
caso contrario, teremos de lidar com integrais de linha, o que foge ao es-
copo destas aulas.

Suponhamos que estejamos a deslocar um corpo ao longo de um eixo,
por meio de uma for¢a F'(x), em que z designa a posi¢ao do corpo com
relacao a origem O do eixo que estamos a considerar, que desloca o corpo
desde o ponto a até o ponto b, de acordo com o mostrado na figura 13.23.

F(x)

0 a x b

Y
Y

Fig. 13.23

Como a forga F'(z) depende da posi¢ao = em que o corpo se encontra,
nao podemos usar a definicdo supracitada para calcular o trabalho rea-
lizado por F'(x) no percurso de a até b. No entanto, podemos nos valer
de uma aproximacao que nos levara ao conceito de integral. Com efeito,
subdividamos o percurso total [a, b] em pequenos percursos [z;_1, ;] dados
por

A=To<T1 <Xy <3< < Tp1<x,=02"

e al o leitor ja deve ter percebido que construimos uma particao do inter-
valo [a,b]. Evidentemente, mesmo que cada subintervalo [z; 1, x;] tenha
comprimento bem pequeno, a forga F'(x) terd uma varia¢ao nesse percurso.
Contudo, se escolhermos um ponto qualquer & € [x;_1, ;] e fizermos

WQ_I(F(&)) = F(fz)(% - xi—1) = F(&)Aﬂﬁi

teremos uma aproximacao para o trabalho realizado pela for¢ca F no in-
tervalo [z;_1,x;]. Ora, caso queiramos uma aproximacao para o trabalho
total no percurso [a, b], devemos somar todas as parcelas como as acima,

para obter
n

n
S OWE(F(&) =D F(&)Ax:,
i=1 i=1

Essa expressao é exatamente uma soma de Riemann da funcao F' com
respeito a particdo P = {a =29 <21 <13 <23 < -+ < xp_1 < T, = b}.
Designando por ||P| a norma desta partigao, para obter o valor exato do
trabalho no intervalo [a, b], devemos tomar o limite da soma de Riemann
quando a norma da particao tender a zero. Mas isto é precisamente a
integral de Riemann da func¢do F' no intervalo [a,b]. Entdo o trabalho
realizado pela forca F' no percurso dado, designado por W2(F), é dado
por

Wh(F) = /b F(z)dz.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 125. (Trabalho realizado para deformar uma mola) Pela Lei
de Hooke a forga necessaria para deformar uma mola é da forma F(z) =
—kz, em que k é a constante da mola e x a deformacao. Portanto, caso
queiramos deformar a mola de uma posi¢ao a até uma posicao b, o trabalho
a ser realizado é

Wh(F) = /abF(a:)da: = /ab —kadr = —k {xﬂ b = —k g - “;] :

a

6 Exercicios resolvidos

1. Calcule o comprimento da circunferéncia % + y? = R2.

Solugao. Em virtude da simetria da circunferéncia, é suficiente cal-
cular o comprimento da parte da circunferéncia contida no primeiro
quadrante, e multiplica-lo por 4.

RV

o
N

Fig. 13.24

A referida parte da circunferéncia é dada pela funcao
f(ﬂ?) = VRZ_QSZ»

com 0 < x < R. Portanto, o comprimento L da circunferéncia é

L= 4/0R\/1 + [f'(z)])d.

Desde que f'(x) = —z(R2 — %)™ 2 teremos

R
1
L=4R —dx.
/0 VR? — x?
Fazendo a mudanca de variavel x = R cos obtemos

0

1
_ _ n/2 _

L=4R / T R(—sen6) df = 4R [0]7/* = 27 R.
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Calcule o comprimento da curva y?> =823, dex =1 a4 x = 3.

Solugao. Observemos que y = W23 e Y = 3v2z'? e assim o
comprimento L da curva é

3 3
L:/ \/1+(y’)2dx:/ V14 18z dx.
1 1

Usando a mudanga de variavel u = 1 4 18z, obtém-se
3 1 31

L= / VI+I8ade = o [\/(1 n 18x)3]1 = [55\/55 —19v/19] .
1

Calcule o volume do soélido obtido pela rotagao, em torno do eixo x,
de todos os pares (z,y) taisque 1 <z <4el <y <2

Solugao. O sélido desse exercicio pode ser visualizado na figura a
seguir.

Fig. 13.25

O seu volume é obtido como segue
4 4
V:W/ (\/5)2da:—7r/ ldz = 5.
1 1

Uma particula se desloca ao longo do eixo ox sob a acao de uma

forga paralela ao deslocamento e de médulo igual a —. Calcule o
x

trabalho realizado pela forca para deslocar a particula de z = 1 até
r =4.

Solugao. O trabalho realizado pela forca é dado por

r

dr = [2y/z]] = 2J.

5=
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Exercicios propostos

. Nos exercicios a seguir, calcular a area da regiao R entre os gréaficos

das fungoes f e g para valores de x no intervalo [a,b]. Faca um
esboco da regiao R.

(@) f(x)=2—2% g(x)=0, a=-1,b=1.

(b) flx)=2*+2% glx)=2>+1, a=—-1, b=1.
(¢) f(z)=2?% g(x)=2+4+2, a=-1, b=2.

(d) flz)=|z -1, g(x)=22> -4z +1, a=0, b=2.

. Nas observagoes feitas sobre calculos de areas consideravam-se fun-

¢oes da forma y = f(z) e calculavam-se areas de regides limitadas
pelo grafico de f e o eixo x. Este era o problema, e algumas de suas
variagoes, que consideramos até agora. Contudo, existem situagoes
nas quais se tem z como funcao de y e, nestes casos, calculam-se
areas de regioes limitadas pelos graficos das funcgoes e o eixo oy.
Veja figura 13.26.

Fig. 13.26
Nessa situacao, a area da regiao R; é dada por
d
A(Ry) = / 9(y)dy.

De posse dessas observacoes. Determine a area da regiao limitada
entre as curvas esbogando os seus graficos.

(a) z=y>—y z=0.
17 1
(b)xz—y—i—zex:g
(c) x=9°—4y* +3yex=—y.
1
(d)x:—§y+26x: 41—y
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3. Ache a 4rea da regidao entre as curvas y = 22 e y = 9z integrando

(a) com relacao a z;

(b) com relagao a y.

4. Mostre que a integral
1
1
0 T
5. Investigue a convergéncia da integral

+o0 1
/ —dx, a>0
a xp

com respeito aos possiveis valores de p.

¢é divergente.

6. Investigue a convergéncia da integral

b1
/—daz, b>0
o 2P

com respeito aos possiveis valores de p.

7. Investigue a convergéncia da integral impropria

—+oco
/ ze *dz.
1

8. Investigue a convergéncia da integral impropria

+oo )
/ ze ¥ dx.
1

9. Calcule a integral imprépria

2
1
/ dz.
1 vlnz

10. Mostre que a integral
2
1
/0 VT — 1|'
é convergente.

11. Calcule a integral imprépria

1
1
| =
~14/|7]
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8 Respostas dos exercicios propostos

10
1 —
(a) 5
Fig. 13.27
(b) 2
g) =x*+1
2
1

Fig. 13.28

| ©
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gx)=x+2
flx)=x2 4o :
1 P
Fig. 13.29
5)
4 2
(@

g(x) =2x%4x+ 1

Fig.13.30
1
2 -
OF
x=0 Ty
1
/
Fig. 13.31
255
(b) — —4In2

291
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Fig.13.32

—
o
~—
Lo W~

-2 0

Fig. 13.33

—~
o,
~—
Q| >
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x=\V4-y

Fig. 13.34
(a) /09(9x — %) de = -
o [ ()=

5. Diverge para p < 1 e converge para p > 1.

Rl

6. Converge para p < 1 e diverge para p > 1.

2
7. Converge para — .
e

1
8. Converge para —.
2e
9. +o00
11. 4

Nesta aula vocé aprendeu a:

e utilizar a integral definida para calcular area, comprimento de arcos,
volume de sélidos de revolucao e trabalho mecanico.
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9 Apéndice

Métodos numéricos para calculo de integrais

Calcular integrais definidas torna-se matéria simples desde que conhe-
¢amos uma primitiva da funcao a ser integrada dada por funcoes ele-
mentares. Além disso, sabe-se que toda funcao continua definida em um
certo intervalo possui primitiva. Mais precisamente, dada uma fungao
continua f : I — R, em que I é um intervalo de R, a fungao

F(a) = / " ftyt,

em que a é um ponto qualquer de I e x € I é uma primitiva de f em I.
No entanto, nem sempre temos primitivas dadas como uma combinacao de
fungdes elementares. O exemplo tipico é o da fungao f(x) = e~**. Como,

b
~ _ 2 . . . . . ,
entao, calcular / e ¥ dzx? Para atingir este objetivo, existem métodos
a

numeéricos que, mesmo nao exibindo o valor exato da integral, nos fornecem
aproximacoes tao acuradas quanto se queira. Exibamos alguns métodos.

Método do retangulo (usando extremidades de intervalos)

Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. Consideremos uma partigao
P={rxy=a<zi <w9<- - <Tp_1<zp}.
Sabemos que essa particao P induz uma aproximagao da integral de

b
Riemann / f(x)dx por intermédio da chamada soma de Riemann

Zf(fi)(xz‘ — Ti-1)

em que &; € (x;_1, ;). Suponhamos que cada subintervalo [z;_1, ;] possua

comprimento igual a b’T“ de modo que xy = a,x1 = a + b*Ta,:cg =a+

208 e =a+ (n—1)22% x, = a+n"* = b. Escolhamos & = a =
_ b—a __ - b—a __ .

9, =a+>*=ux1,...,§ =a+(n—1)=% = x,_;. Conseqiientemente,

n

b —Qa
/f(m)dx%b [f(w0) + f(21) + -+ flzn)].

Caso tivéssemos tomado as extremidades esquerdas dos subintervalos,
terfamos a aproximagao

n

b —a
/ fla)de = ’ [f(@1) + fa2) + - + flan)].-
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Como ja foi observado, quanto maior for o valor de n € N melhor
serao as aproximacoes dadas nas expressoes acima. As interpretacoes
geométricas desses fatos ja foram fornecidas na aula 9.

Método do ponto médio

Consideraremos uma particao como no caso anterior e escolheremos
como & o ponto médio do intervalo [x;_1,z;] em que estamos também

considerando todos os intervalos com comprimentos iguais a 2=2. Assim,

n
_ Tt
gi - D)

cao
b
/a fx)de = b;“ [f(%;xl) +f(1‘1;“"2) +...+f(%12+%>]

Veja a figura

para i =1,...,n, de modo que teremos a seguinte aproxima-

a g x & x5 & x X G b

Fig. 13.35

Método do Trapézio
Nesse caso consideraremos a particao como nos dois casos anteriores

e aproximamos a integral por meio de trapézios como os mostrados na
figura 13.36.

/\

a X ) X3 Xp-1 b

Fig. 13.36
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Observemos que a area de cada trapézio é dada por

{f(l‘il) + f(ilfi)} b—a

2 n

e assim temos a aproximacgao

flan)

/ f(x)dz = Z’_T“ {M F A+ f )+

2
Temos também o método de Simpson, que nao sera abordado aqui.

Vejamos um exemplo simples para ilustrar os métodos numéricos des-
critos. Consideremos a funcao f : [0,1] — R, f(z) = 22, cuja integral é
calculada, pelo teorema fundamental do célculo e é dada por

! 1
/ r?dr = = =0,3333....
0 3

Facamos a subdivisao do intervalo [0, 1] de modo que tenhamos a partigao

1 2
P:{$0:0<$1:§<$2:§<Z‘3:1}

1

cujos subintervalos possuem comprimentos iguais a 3

Usando o método do retangulo e tomando as extremidades esquerdas,
conforme figura 13.37, teremos a aproximagao

1 1 1\? 2\ ? 5
2dr 2 = |0 - = = — (), 1852.
[ra=glor(s) +(5) |=m=0

Fig. 13.37
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Usando ainda o método do retangulo, mas agora tomando as extremi-
dades direitas tal como na figura 13.38, teremos

1 1| /1\? 2\ 2 14
2dr = - | = - 1
[ae=g|(z) < (3) +

= —=0,5185
27 ’

Fig. 13.38

que é uma aproximagao (por excesso).

Usando a regra do trapézio, como é mostrado na figura seguinte, tere-
mos a aproximagao

/Ola;%zg:%% [@jt (%): (;)Z@

que é uma aproximagao (por excesso).

= D 3510
7

Fig. 13.39
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Agora, usando o método do ponto médio, conforme figura 13.40, temos

! LN /1y 5\’ 35
2d ~ _ _ — = — =(0,3241.
/Ox 73 (6) +<2> +(6) 108

que é, neste caso, a melhor das aproximagoes.

Fig. 13.40

Experimente particoes mais refinadas: divida o intervalo em quatro
partes iguais, cinco partes iguais, etc. Use uma calculadora ou programas
matematicos como o Maple.



