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presentacao

Este livro é destinado aos alunos aprendizes que participam do
Programa de Educacido a Distancia da Universidade Aberta do Piaui
(UAPI), vinculada ao consércio formado pela Universidade Federal do
Piaui (UFPI), Universidade Estadual do Piaui (UESPI) e Instituto Federal
de Educacgao, Ciéncia e Tecnologia do Piaui — IFET, com apoio do Governo
do Estado do Piaui, através da Secretaria de Educacéo.

Este material € composto de quatro unidades, contendo
subunidades, estruturadas de modo sequencial, que discorrem sobre
a Estatistica Basica; Fundamentos de Analise Combinatoria; Principais
Conceitos de Probabilidades e seus principais Teoremas e Variaveis
Aleatorias.

Na Unidade 1, apresentamos os principais conceitos de Estatistica
e distribuicdes de frequéncias. Exemplificamos o rol, dados brutos,
passos para a construcdao de uma tabela de distribuicao de frequéncias,
além de uma lista de exercicios no final da unidade.

Na Unidade 2, apresentamos as Medidas de posicao, também
conhecidas como Medidas de tendéncia central e as separatrizes. As
principais Medidas de Tendéncia Central sdo: a média aritmética e a
média ponderada, a moda e a mediana, como também as separatrizes,
como: a mediana, que também é considerada uma medida separatriz, os
quartis, os decis e os centis.

Na Unidade 3, apresentamos as Medidas de dispersao ou
variabilidades; divididas em Disperséo absoluta e Disperséo relativa. As
principais Medidas de Dispersdo Absoluta sao: Amplitude total, desvio
médio, a variancia e o desvio padrao. As principais Medidas de Dispersao
Relativas sao: Coeficiente de dispersdao de Pearson e o Coeficiente de
dispersdo de Thorndike.



Na Unidade 4, sdo expostos contetdos sobre Analise Combinatéria;
principais conceitos de Probabilidades e seus principais Teoremas, como
também Variaveis aleatorias.
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UNIDADE 1

Distribuicao de
frequéncia

Objetivos:

Identificar os principais conceitos basicos de estatistica;

Construir tabelas de frequéncias e graficos;

Identificar os principais elementos de uma distribuicdao de frequéncia;
Diferenciar a estatistica descritiva da estatistica indutiva;

Identificar as fases do método estatistico.







Conceitos Basicos de Estatistica
Estatistica

No plural, Estatisticas indicam qualquer colecdo consistente de
dados numéricos, reunidos com o objetivo de fornecer informagdes acerca
de uma atividade qualquer. Por exemplo, as estatisticas demograficas
referem-se aos dados numéricos sobre nascimentos, falecimentos,
matrimonios, desquites, etc.

No singular, Estatistica indica a atividade humana especializada
ou um corpo de técnicas ou ainda uma metodologia desenvolvida para
a coleta, a classificagdo, a apresentacao, a analise e interpretacao de
dados quantitativos, e a utilizagdo desses dados para a tomada de
decisbes. Nos dias atuais, ela ja € considerada como a ciéncia que
estuda os processos de obtencao, organizacao e analise de dados sobre
uma populacao, e os métodos de tirar conclusdes ou fazer predicdes com
base nesses dados.

Estatistica descritiva

E aquela que se preocupa com a organizacdo e descricdo de
dados experimentais.

Estatistica indutiva ou inferencial

E aquela que se preocupa com a andlise e interpretacdo de dados
experimentais.

DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA



Fases do método estatistico

Definicdo do problema - saber exatamente o que se pretende
pesquisar, ou seja, definir corretamente o problema.

Planejamento - determinar o procedimento necessario para
resolver o problema; como por exemplo, levantar informag¢des sobre o
assunto objeto de estudo. E importante a escolha das perguntas em um
questionario, que devem ser fechadas, na medida do possivel.

Coleta de dados - o levantamento dos dados pode ser feito de
duas maneiras: Censitario e Amostragem. E pode ser classificado, quanto
ao tempo, em:

* Continua (Ex: inflagdo, desemprego);
* Periddica (Ex: Censo);
* Ocasional (Ex: pesquisa de mercado, eleitoral).

Critica dos dados - objetiva a eliminagcao de erros capazes de
promover futuros enganos. Faz-se uma revisao critica dos dados,
suprimindo os valores estranhos ao levantamento.

Apresentacdo dos dados - a organizagdo dos dados denomina-se
“série estatistica”. Sua apresentacao pode ocorrer por meio de tabelas e
graficos.

Analise e interpretacdo dos dados - consiste em tirar conclusdes
que auxiliem o pesquisador a resolver seu problema, descrevendo o
fendbmeno através do calculo de medidas estatisticas, especialmente as
de posigao e as de disperséao.

Populagao ou universo

E um conjunto de todos os elementos (pessoas, objetos, etc.) que
possuem pelo menos uma caracteristica em comum, que os relaciona ao
problema que esta sendo estudado.

Amostra

Séao os objetos selecionados da populagao, os quais se tiverem a
mesma chance de serem selecionados, teremos uma amostra aleatoria.



Variavel

E uma caracteristica ou dado associado a cada elemento da
populacdo ou amostra. A Variavel apresenta diferentes valores, e, em
geral, é denotada por letras maiusculas: X - peso, Y- altura.

Qualitativa - € aquela que resulta de uma classificagao por tipos
ou atributos, como nos exemplos:

Populagao: moradores de uma cidade.

Variavel: cor dos olhos (pretos, castanhos, verdes, etc.).

Populagao: estudantes de um Estado.

Variavel: escolaridade (1° Grau completo, 2° Grau completo,
Superior, Pds- Graduacao).

Quantitativa - € aquela que pode assumir valores numéricos, os
quais podem ser obtidos através de uma contagem ou mensuragao.

Discreta: seus valores sao obtidos por um processo de contagem.
Por exemplo, quantidade de aluno por sala, quantidade de falhas por
peca em determinada linha de producéo.

Continua: seus valores sado obtidos por um procedimento de
mensuragao, podendo assumir quaisquer valores, em um intervalo dos
numeros reais, como, por exemplo: temperatura, altura, peso, etc.

Tabelas ou séries

Consiste em dispor os dados em linhas e colunas, distribuidos
de modo ordenado, segundo algumas regras praticas obedecendo a
resolucao n° 886/66, de 26 de setembro de 1966, do Conselho Nacional
de Estatistica. De acordo com o fendmeno, local e época, classificam-se
em:

a) Série temporal (histérica ou cronoldgica): os dados séao
observados segundo a época de sua ocorréncia. Ex: 6ébitos infantis no
Piaui de 2001 a 2004.

b) Série geografica (espaciais, territoriais ou de localizagao): os
dados sao observados, segundo o local onde ocorreram. Ex: 6bitos no
Piaui, segundo microrregides, em 2004.

c) Série especificada (categérica): os dados sao agrupados,
segundo a modalidade (espécie) de ocorréncia.

d) Série mista ou de dupla entrada: é a fusdo de duas ou mais
séries simples. Ex: obitos infantis no Piaui, segundo microrregides, no
periodo de 2001 a 2004.

Distribui¢do de Frequéncia



Como vocé pode
organizar os dados de
uma forma mais eficiente
e com maior quantidade
de informacgdes?

Somatorio

Indicado pela letra grega sigma maiuscula (}), facilita a indicagao
e a formulacdo de medidas, bem como algumas operacdes algébricas
desenvolvidas pela Estatistica.

Define-se genericamente:
n
> X =X AX + X
i=1

Parametro

Trata-se de medida numérica que descreve uma caracteristica da
populagao.

Estimador

E uma medida numérica, que descreve uma caracteristica da
amostra.

Fopulagio Amostra

m X

I_I:.I E:

T =1

Parametro Estimadores
populacional amostrais
desconhecido

Distribuicdo de Frequéncia

Dados brutos ou tabela primitiva

Séo os dados apresentados desordenadamente, ou seja, da
forma que foram coletados; ou ainda tabela, cujos elementos n&o foram
numericamente organizados.

Vamos supor que fizemos uma coleta de dados relativos as



estaturas de 40 alunos do Curso de Sistema de Informacao da UAPI.

Tabela 1.1 - Estatura de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informagéo da UAPI

66 [ 60 |61 |50 | 62 | 60 | 65 | 67 | 64 | 160

62 |61 |68 |63 |56 | 73 | 60 | 55 | 64 | 168

56 |52 |63 |60 |55 |55 |69 |51 |70 | 164

54 |61 |56 |72 |53 | 57 | 56 | 58 | 58 | 161

Fonte: Martins (2009).

a) Rol

E uma lista em que os dados estdo dispostos em ordem crescente,
ou seja, € a tabela obtida apds a ordenacgao dos dados.

Tabela 1.2 - Estatura de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informacéo da UAPI

50 184 155 157 160 161 162 164 166 169

a1 155 156 158 160 161 162 164 167 170

152 155 156 158 160 161 163 164 168 172

153 155 156 160 160 161 163 165 168 173

Fonte: Martins (2009).

b) Tabela de frequéncias

As tabelas de frequéncias podem representar tanto valores
individuais como valores agrupados em classes.

Distribuicao de frequéncia de dados tabulados nao agrupados em
classes

Aparecem individualmente, ou seja, uma tabela de frequéncias
de valores ndao agrupados em classes®. Ex: Uma empresa fabricante
de instrumento de precisdo esta interessada em saber o numero de



n=48
UNIDADE 01

aparelhos defeituosos, rejeitados pela secao encarregada do controle de
qualidade. Os dados, fornecidos por essa sec¢ao referem-se ao periodo
de 1971 a 1974.

Tabela 1.3 — Empresa X - Numero Mensal de Aparelhos Defeituosos

bdas

&

1871 G K ] 3] 0 a T G 3 ) ] 8

1972 m |9 7 B 3 4 & (4 |5 |4 |0 1

1973 3 |G ) =) 3 1 4 & L] . ] 4

1974 T |2 5 & B 4 ? 5 1 6 |5 2

Fonte: Toledo (1985)

Abaixo estdo os valores da Variavel n°® mensal de aparelhos
defeituosos, dispostos em uma tabela de distribuicdo de frequéncias.

Tabela 1.4 — X — Numero Mensal de Aparelhos Defeituosos

i N® de Aparelhos Namero de
com defeito Meses (fi)

1 0 2

2 1 3

3 2 4

4 3 5

5 4 ¥

B 5 8

T G =]

g 7 d

9 8 3

10 8 2

1 10 1 Fonte:Toledo (1985).




Na primeira coluna esta o indice i, onde aparecem os numeros
correspondentes a ordem dos valores da variavel. Na segunda coluna
esta Xi, correspondente aos valores da variavel; e na ultima coluna esta
fi, correspondente as frequéncias, que sdo os resultados numeéricos
provenientes da contagem. A soma das frequéncias é sempre igual ao
numero total de valores observados.

k
Y fi=n.
i =1

Onde, k é o extremo superior do intervalo de valores do indice i,
fi € o nimero de observacbes de um valor,
n é o numero total de valores observados.

Distribuicao de frequéncias de dados agrupados em classes

Primeiramente, iremos estudar os elementos de uma distribuicdo
de frequéncias; posteriormente, os passos para a sua construgdo. Sao
estes os principais elementos:

Frequéncia simples absoluta — € o numero de observacdes
correspondentes a uma classe. Essa frequéncia é simbolizada por (fi).

* Amplitude total — é a diferenga entre o maior e o menor valor
observado da Variavel em estudo. Essa amplitude ¢é indicada
por (At).

+ Classe — é cada um dos grupos de valores em que se
subdivide a amplitude total do conjunto de valores observados
da variavel. Essa classe é indicada por (k).

Para se determinar o n° de classes ha diversos métodos. A regra
de Sturges é um dos métodos que estabelece o numero de classes, que
€ igual a:

k=1+3,3.logn
k= é o n° de classes
n = n° total de observacgdes

Truman L. Kelley, em The Grouping Data for Graphic Portrayal,

Distribuicdo de Frequéncia

PARA REFLETIR

E verdade que
essas formulas
nao nos levam a
uma deciséo final;
esta vai depender,
na realidade, de
um julgamento
pessoal, que
deve estar ligado
a natureza

dos dados, da
unidade usada
para expressa-
los, do objetivo
que se tem em
vista, procurando,
sempre que
possivel, evitar
classe com
frequéncia nula
ou com frequéncia
relativa muito
exagerada.



sugere os seguintes numeros de classe, com base no numero total de
observagdes, para efeito de representacgao grafica:

n 5 10 25 50 | 100 [ 200 | 500 | 1000

k 2 4 6 8 10 12 15 15

K =Vn, essa Ultima é também muito utilizada.

 Limites de classes — Os limites de classes sdo seus valores
extremos. O limite inferior da classe (li) e o limite superior (Li).

«  Amplitude de um intervalo de classe — E a medida que define
a classe. Ela é obtida pela diferencga entre os limites superior e
inferior dessa classe e indicada por (Ac), assim:
Ac=Li-li
Usaremos esta notagao: li<Li (limite inferior incluso ao limite
superior excluso)

«  Amplitude total da amostra (At) — E a diferenga entre o maior e
o menor valor da amostra.

At = X(max) — X(min), onde X(max) é o maior valor da amostra e
X(min) € o menor valor da amostra.

« Amplitude total da distribuicdo — E a diferenca entre o limite
superior maximo Li(max) e o limite inferior minimo li(min).

At = Li(Max) — liimin), onde Li(max) é o limite superior maximo da
distribui¢ao e li(min) é o limite inferior minimo da distribuigéo.

« Ponto médio de uma classe (xi) — E o ponto que divide o
intervalo de classe em duas partes iguais.

xi = (Li +1i) / 2, onde xi indica o ponto médio da classe, para dados
agrupados em classes ou o valor da variavel para dados nao agrupados

em classes.

» Tipos de frequéncias

UNIDADE 01



- Frequéncia simples absoluta (fi) € o numero de repeticdes de
um valor individual ou de uma classe de valores da variavel. A soma das
frequéncias simples absoluta em uma tabela é chamada frequéncia total
e corresponde ao numero total de observacgoes.

- Frequéncia simples relativa (fri) € aquela que representa a
proporcdo de observagdes de um valor individual ou de uma classe,
com relacao ao numero total de observacdes. Para calcular a frequéncia
relativa, basta dividir a frequéncia absoluta da classe ou do valor individual
pelo numero total de observacgoes.

- Frequéncia acumulada “abaixo de” (Fi abaixo) € a soma da
frequéncia simples absoluta de uma classe ou de um valor individual de
uma variavel com as frequéncias simples absolutas das classes ou dos
valores individuais anteriores. Toda vez que se procura saber quantas
observacdes existem até uma determinada classe ou valor individual
recorre-se a frequéncia acumulada “abaixo de”.

- Frequéncia relativa acumulada “abaixo de” (Fri) é aquela que se
obtém dividindo a frequéncia acumulada de uma classe ou de um valor
individual de uma variavel pela frequéncia total da distribuicao.

- Frequéncia acumulada “acima de” (Fi acima) é aquela que
representa o niumero de observacdes existentes além do valor de uma
variavel ou de uma classe; e obtém-se somando a frequéncia simples
absoluta da classe ou do valor individual de uma variavel as frequéncias
simples absolutas das classes ou dos valores individuais posteriores.

- Frequéncia relativa acumulada “acima de” (Fri acima) é aquela
que se obtém dividindo a frequéncia acumulada “acima de” de uma
classe ou de um valor individual de uma variavel pela frequéncia total da
distribuicao.

* Passos para a construgcdo de uma distribuicao de frequéncias
de dados agrupados em classes:

1°) Primeiramente, pegam-se os dados brutos e constroi-se o rol;
2°) Calcula-se a amplitude total das amostras(At);
3°) Calcula-se o n° de classes, usando uma das regras estudadas



SAIBA MAIS

Os intervalos de
classe devem ser
escritos, de acordo
com a Resolugao
886/66 do IBGE,
em termos de
desta quantidade
até menos aquela,
empregando, para
isso, o simbolo

«— (incluso delie
exclusao de Li).
Ex: no intervalo
154158 é um
intervalo fechado a
esquerda e aberto
a direita, tal que:
154< x < 158.

anteriormente; aqui sera usada a Regra de Sturges;

4°) Calcula-se a amplitude do intervalo de classe (Ac);

5°) Constroi-se uma tabela que contenha uma coluna para
i (ordem das classes), e outra para os intervalos, para as frequéncias
simples absoluta, para o ponto médio das classes(xi), para as frequéncias
simples relativas(fri), frequéncias acumuladas “abaixo e acima de” e as
frequéncias acumuladas relativas “abaixo e acima de”.

Agora temos uma tabela de frequéncias que contém todas as
informagdes da variavel em estudo. Vejamos o exemplo referente a
Estatura de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informacdo da UAPI
(tabela 1.5).

Calculo da amplitude total da Amostra:
At = Li(maximo) — li(min) =173 — 150 = 23 cm
Calculo do n° de classes (i) pela Regra de Sturges:
i=1+ 3,3. logn, como n= 40, temos:
i=1+3,3.log40
i=1+3,3.1,6020599
i=1+5,2867979
i =6,28679
aproximamos para i =6
Célculo da amplitude de classe (Ac)
Ac = 23/6 = 3,8333...
aproximamos para Ac = 4 , isto é, 6 classes de intervalos iguais a

Podemos agora dar a distribuicdo de frequéncias das estaturas
dos 40 alunos do Curso de Sistema de Informacédo da UAPI a seguinte
representacao tabular técnica:

Tabela 1.5 - Estaturas de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informacao da UAPI

i | ESTATURAS (cm) | N° de Alunos (fi)

1 150 < 154 4
2 154 < 158 9
3 158 < 162 11




i | ESTATURAS (cm) | N° de Alunos (fi)
4 162 < 166 8
5 166 < 170 5
6 170 « 174 3
Sfi = 40

Fonte: Martins (2009).

Na 12 classe, contamos no rol, quantos alunos tém estaturas entre

150 incluso e 154 excluso, e o resultado foram 4;
Na 22, entre 154 incluso a 158 excluso, 9;

Na 32, entre 158 incluso e 162 excluso, 11;

Na 42, entre 162 incluso e 166 excluso, 8;
Na 52, entre 166 incluso e 170 excluso, 5;
Na 62, entre 170 incluso e 174 excluso, 3.

Considerando a tabela 1.5 acima, podemos montar a seguinte
tabela com as frequéncias estudadas:

Tabela 1.6 - Estaturas de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informacao da UAPI.

i Eslatura N7 e Xi firi Fi l Fril Fi 1 Fri
fem) Alunos(fi)

1 | 150+ 154 4 152 | 4M40=0100 | 4 £140=0, 100 40 40rdi=1,00

2z . 1541548 g 156 | Srl=0225 | 13 13040=0,325 46 Shidl=0,800
3 168« 152 1 160 ;1.'4I,'.|=I.'_I_E"|" 24 24{40=0 50D I 2TiA0=0,675
4 162166 ] 164 | BM40=0200 | 32 A240=0.800 | 16 16:40=0 400
5 166=—170 ] 168 | 5M0=0,125 | 37 arao=0925 | 4 Br40=0,200

] 170—174 3 172 | 240=0,075 | 40 . A0v40=1,00 . 3 Ar40=0,075

fi=40 *fri=1 000

Fonte: Martins (2009).



Para obtermos o ponto médio de cada classe, pegamos a amplitude
de classe e dividimos por 2, obtemos 2. Somamos 2 a cada limite inferior
de cada classe. Mas para obtermos as frequéncias acumuladas abaixo
(Fi}), pegamos F |=4; F,|=4+9=13; F,|=13+11=24; F,6|=24+8=32;
F.1=32+5=37 e F,|=37+3=40; e as frequéncias acumuladas acima de
(Fit), assim: F,1=40; F,1=40-4=36, F,1=36-9=27; F,1=27-11=16; F,1=16-
8=8,; e F,1=8-5=3.

O conhecimento dos varios tipos de frequéncia ajuda-nos a
responder muitas questdes com relativa facilidade, como as seguintes:
a) Quantos alunos tém estatura entre 154 cm, inclusive, e 158

cm?

Resposta: 9 alunos; sdo os valores que formam a segunda classe
(f2=9).

b) Qual a percentagem de alunos cuja estatura é inferior a 154
cm?

Esses valores sdo os que formam a primeira classe (fri=0,100);
obtemos a resposta multiplicando a frequéncia relativa por 100:
0,100. 100 = 10.
Logo, a percentagem de alunos é 10%.

c) Quantos alunos tém estatura abaixo de 162 cm?

Basta procurarmos a frequéncia acumulada abaixo (Fi]), referente
a 32 classe, ou seja, Fi|= 24. Portanto, 24 alunos tém estatura abaixo de
162 cm.

d) Quantos alunos tém estatura acima de 158 cm, inclusive?
Basta procurarmos a frequéncia acumulada “acima” (Fit), referente
a 32 classe, ou seja, Fit=27. Portanto, 27 alunos.

Representacao grafica de uma distribuicao de frequéncia

Umadistribuicdo de frequéncia pode serrepresentada graficamente
pelo histograma, pelo poligono de frequéncia e pelo poligono de
frequéncia acumulada.

Construimos qualquer um dos graficos mencionados utilizando
0 primeiro quadrante do sistema de eixos coordenados cartesianos
ortogonais. Na linha horizontal (eixo das abscissas) colocamos os valores



da variavel e na linha vertical (eixo das ordenadas), as frequéncias.
Histograma

O histograma é formado por um conjunto de retdngulos justapostos,
cujas bases se localizam sobre o eixo horizontal, de tal modo que seus
pontos medios coincidam com os pontos médios dos intervalos de classe.

As larguras dos retangulos sao iguais as amplitudes dos intervalos
de classe.

As alturas dos retangulos devem ser proporcionais as frequéncias
das classes, sendo a amplitude dos intervalos igual. Isso nos permite
tomar as alturas numericamente iguais as frequéncias.

A distribuicdo da tabela 1.5 (p. 8) corresponde o seguinte
histograma:

fl
12

055 158 166 T

Importante:

O histograma goza de uma propriedade da qual faremos
consideravel uso: a area de um histograma é proporcional a soma das
frequéncias.

No caso de usarmos as frequéncias relativas, obtemos um grafico
de area unitaria.

Quando queremos comparar duas distribuigdes, o ideal é fazé-lo
pelo histograma de frequéncias relativas.

Poligono de frequéncia
Para realmente obtermos um poligono (linha fechada), devemos

completar a figura ligando os extremos da linha obtida aos pontos médios
da classe anterior a primeira, e da posterior a ultima da distribuicao.

Distribuicdo de Frequéncia

SAIBA MAIS

Veja a construcéo
do histograma com
Excel, p. 48, do
livro Estatistica,
usando Excel do
Lapponi.

SAIBA MAIS

Poligono de
frequéncia® é

um grafico de
analise no qual
as frequéncias
das classes sao
localizadas sobre
perpendiculares
levantadas nos
pontos médios das
classes.



A distribuicdo da tabela 1.5 corresponde ao seguinte poligono de

frequéncia®:

fi
12

|

A

Y

/

\

6 ‘ 7
I
|

0

148 152 156 160 164 168 172 176

Importante:

X

No caso de termos uma variavel essencialmente positiva, cuja
distribuicdo se inicia no valor zero, devemos considerar um intervalo
anterior localizado no semieixo negativo. Porém, consideraremos apenas
a parte positiva do segmento que liga o ponto médio desse intervalo com

a frequéncia do intervalo O«... .

Exemplo:

Tabela 1.7 — Classes.

i | classes | fi
110« 2 1
212 < 4 2
3|4 <6 4
4|6 < 8 3
518 <10 1
Total 1

Fonte: CRESPO (2002).
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Poligono de frequéncia acumulada

O poligono de frequéncia acumulada é tragcado marcando-se
as frequéncias acumuladas sobre perpendiculares ao eixo horizontal,
levantadas nos pontos correspondentes aos limites superiores dos
intervalos de classe.

Assim, a distribuicdo da tabela 1.6 (Fi]) corresponde o seguinte
poligono de frequéncia acumulada:

fi

" | ?"
0| 7

20/ S
ol LY
1 1
150 154 158 162 166 170 174 a

L

Exercicios Propostos 01

Nas questdes de 01 a 08, assinale a alternativa correta:

1. Populacao ou Universo é:

a) Conjunto de pessoas.

b) Conjunto de individuos apresentando uma caracteristica especial.

c) Conjunto de todos os individuos apresentando uma caracteristica
comum objeto de estudo.



2. Os fenbmenos de massa sao:

a) Aqueles em que as caracteristicas observadas n&do valem para os
individuos.

b) Aqueles que nado podem ser definidos por uma simples observacao.
c) Aqueles que irdo compor os fenbmenos coletivos.

3. A variavel é discreta quando:

a) Dados dois valores reais, podemos encontrar pelo menos um valor
entre eles.

b) A menor diferenca nao nula entre dois valores dados for finita.

c) Dados dois valores reais, a diferenga entre eles € zero.

4. As fases principais do método estatistico sao:

a) A coleta dos dados, amostragem, apresentacao tabular e apresentacao
grafica e definicdo dos problemas.

b) Amostragem, apresentacao tabular, apuracédo dos dados, interpretagao
dos dados e planejamento.

c) Definicdo do problema, planejamento, coleta dos dados, apuracao,
apresentacao dos dados, analise e interpretacao dos dados.

5. A série estatistica € chamada cronolégica quando:
a) O elemento variavel é o tempo.

b) O elemento variavel é o local.

c) Nao tem elemento variavel.

6. A amplitude total é:

a) A diferenga entre dois valores quaisquer de um conjunto de valores.
b) A diferengca entre o maior e o0 menor valor observado da variavel
dividido por 2.

c) A diferenca entre o maior e o menor valor observado da variavel.

7. Para obter o ponto médio de uma classe:

a) Soma-se ao seu limite superior metade de sua amplitude.

b) Soma-se ao seu limite inferior metade de sua amplitude.

c) Soma-se ao seu limite inferior metade de sua amplitude e divide o
resultado por 2.

8. Frequéncia simples absoluta de um valor da variavel é:
a) O numero de repeticdes desse valor.



b) A porcentagem de repeticbes desse valor.
¢) O numero de observagdes acumuladas até esse valor.

9. A tabela abaixo apresenta as vendas diarias de um determinado
aparelho elétrico, durante um més, por uma firma comercial:

14 12 1 13 14 13
12 14 13 14 1" 12
12 14 10 13 15 11
15 13 16 17 14 14

Fonte: Martins (2009).

Forme uma distribuicdo de frequéncia sem intervalos de classe.

10. Atabela seguinte representa as alturas (em cm), de 40 alunos de uma
classe.

162 163 148 166 169 154 170 166

164 165 159 175 155 163 171 172

170 157 176 157 157 165 158 158

160 158 163 165 164 178 150 168

166 169 152 170 172 165 162 164

Fonte: Toledo (1985).

a) Calcular a amplitude total.

a) Admitindo-se 6 classes, qual a amplitude do intervalo de classe?

c¢) Construir uma tabela de frequéncia das alturas dos alunos, admitindo
que o limite da 12 classe seja 148 cm.

d) Determinar os pontos médios das classes.

11. A tabela a seguir representa os salarios pagos a 100 operarios da
empresa GLT & Cia.

DiStribUigﬁo de FreqUénCia



N° de Salarios Minimos N® de Operarios ( fi )
0« 2 40
2+« 4 30
] 10
68 15
8+ 10 5
Total 100

Fonte: Toledo (1985).

a) Determinar frequéncias absolutas acumuladas (abaixo e acima de);
frequéncias simples relativas e frequéncias relativas acumuladas (abaixo
e acima de).

b) Quantos operarios ganham até dois salarios minimos?

c) Quantos operarios ganham até 5 salarios minimos?

d) Qual a porcentagem de operarios com salario entre 6 e 8 salarios
® minimos?

e) Qual a porcentagem de operarios com salarios inferior a 4 salarios
minimos?

12. Os dados seguintes representam 20 observagodes relativas ao indice
pluviométrico em determinados municipios do Estado.

144 152 154 166 160 151

157 146 154 145

141 150 142 146 142 141 141 150

143 158

Fonte: Toledo (1985).

a) Determinar o numero de classes pela regra de Sturges.
b) Construir a tabela de frequéncias absolutas simples.
c) Determinar as frequéncias acumuladas (abaixo e acima de).



d) Determinar as frequéncias simples relativas.

e) Determinar as frequéncias relativas acumuladas (abaixo e acima de).
13. Considere a seguinte tabela:

Classes Frequéncias (fi)
2,75 — 2,80 2
280 — 2 85 3
285 — 280 10
2.90— 2485 11
2,85 ~— 3,00 24
3,00 <« 3.05 14
3,05« 310 g
3,140 315 2]
315 320 G
3,20 — 3,25 3
Total an

Fonte: Toledo (1985).

Identificar os seguintes elementos da tabela:

a) Frequéncia simples absoluta da quinta classe.

b) Frequéncia total.

c) Limite inferior da sexta classe.
d) Limite superior da quarta classe.
e) Amplitude do intervalo de classe.
f) Amplitude total.

g) Ponto médio da terceira classe.

h) Numero total de classe.
i) Frequéncia absoluta acumulada além da sexta classe.

j) Porcentagem de valores iguais ou maiores que 3,20.



Gana

-

». M Resumindo

Nesta unidade iremos abordar os principais conceitos basicos de
Estatistica e um tipo de tabelas que condensa uma cole¢cédo e dados,
conforme as frequéncias ou repeticbes de seus valores. Uma das
vantagens das tabelas estatisticas é a de condensar, de forma
consistente, as informagbes necessarias ao estudo desejado. Isto
porque, frequentemente, o estudo de um determinado fenébmeno requer
a coleta de uma grande massa de dados numéricos, dificil de ser tratada,
se esses dados néo forem organizados e condensados em uma tabela.
Agora, seguiremos 0s passos para a construcdo de uma tabela de
distribui¢cao de frequéncias.
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MEDIDAS DE POSICAO

Média

A medida de tendéncia central mais comumente usada para
descrever de modo resumido uma distribuicao de frequéncia é a média,
ou mais apropriadamente, a média aritmética. Ha varios tipos de médias:
média aritmética, média geométrica, média harmdnica, média quadratica,
meédia cubica, média biquadratica, porém daremos maior énfase a média
aritmética.

Média aritmética

Simbolo X
(Ié-se “x tragco” ou “x barra”)

A média aritmética* de um conjunto de niumeros pode ser de dois
tipos: simples ou ponderada.

Média aritmética simples

a,) dados né&o agrupados

A média aritmética simples de um conjunto de numeros é igual
ao quociente entre a soma dos valores do conjunto e o numero total de
valores.

Suponhamos que em um escritério de Consultoria a Empresas
ha 5 continuos que recebem os seguintes salarios mensais: R$ 800,00;
R$ 780,00; R$ 820,00; R$ 810,00 e R$ 790,00. A média aritmética dos
salarios ou o salario médio mensal dos continuos desse escritdrio sera
de 800,00 reais, de acordo com a definigao.

X = (800+780+820+810+780)/5 = 800

SAIBA MAIS

A média aritmética*,

ou simplesmente
média de um
conjunto de n
observagdes, X,
X,, ..., X_ € definida
como:

n
2 X
i=1
X = (1)

onde:

xi= valor genérico
da observagéao
n= numero de
observacgoes



SAIBA MAIS

A média é
considerada
ponderada* quando
os valores do
conjunto tiverem
pesos diferentes.
Obtém-se através
do quociente entre o
produto dos valores
da variavel pelos
respectivos pesos e
a soma dos pesos.

A média aritmética simples sera calculada sempre que os valores
nao estiverem tabulados, ou seja, quando aparecerem representados
individualmente, como é o caso, por exemplo, dos dados brutos. No
exemplo acima, a variavel x representa os salarios dos continuos.

Consequentemente,
X, =800
X, =780
X, =820 i=1,2,3,4,5
X, =810 n=>5
X, =790 5
5 X
X, + X, + X, + X, + X i =1
Y = =
5 5

Média aritmética ponderada

Exemplo: Um professor de Estatistica realiza quatro provas por
semestre em sua matéria, atribuindo a cada uma delas os seguintes
pesos: 1, 2, 3, 4. Suponhamos que um dos alunos recebeu as seguintes
notas 8, 7, 9 e 9, nessa ordem, sua nota final foi a média aritmética
ponderada* 8,5, obtida da seguinte maneira:

Média final = [(8x1) + (7x2) + 9x3) + (9x4)] / (1+2+3+4)
=[8+14 +27 +36]/10 = 85/10 = 8,5

No exemplo apresentado, os pesos dos valores da variavel sao
fixados previamente para efeito de calculo. Tratando-se, todavia, de
distribui¢cdes de frequéncias, os pesos dos valores da variavel nao sao
atribuidos arbitrariamente, mas correspondem ao numero de vezes que
cada valor ocorre.

Assim, por exemplo, admitamos que as notas atribuidas a vinte
alunos em um teste de Estatistica sejam as seguintes, dispostas em
ordem crescente:



4 5 5 5 2
5 6 6 6 6
6 6 7 7 7
7 7 8 8 8

A nota obtida mediante a utilizagcado da férmula abaixo sera:

n
X = (¥x,)/n
i=1
X = (4+5+5+5+5+5+6+6+6+6+6+6+7+7+7+7+7+8+8+8)/20

124 /20 =6,2,logo X = 6,2

Portanto, a média aritmética simples das notas é 6,2. Como os
valores da variavel aparecem repetidos, é possivel adotar o nimero
de observagbes ou frequéncia de cada um deles como peso ou fator
de ponderacdo. Assim, por exemplo, a nota 7 aparece cinco vezes. E
indiferente, portanto, para efeito de calculo da média somar o nimero 7
cinco vezes ou multiplicar esse valor por cinco.

T+7+7+7+7 =5 x 7 = 35.

E possivel proceder da mesma forma para os demais valores de
variavel, como se observa no desenvolvimento seguinte:

X=(4+5+5+5+5+5+6+6+6+6+6+6+7+7+7+7+7+8+8+8),
1+5+6+5+3
ou

X=(4x1)+(5x5)+(6x6)+(7x5)+ (8x23)
20

O numerador da primeira expressado representa a operacgao
necessaria para o calculo da média aritmética simples, de acordo com a
férmula (1). O denominador é o numero total de observagdes.

Ja o numerador da segunda expressao apresenta o procedimento
para o calculo da média ponderada, onde cada valor da variavel é
multiplicado pela respectiva frequéncia. O nimero 4 apareceu uma vez, o

Medidas de POSicao _



5 e 0 7 apareceram cinco vezes, 0 6 apareceu seis vezes e o 8 trés vezes.
Ao invés de considerar cada nota do aluno individualmente, como é feito
para o calculo da média aritmética simples, toma-se o valor tantas vezes
quantas ele houver ocorrido. O denominador da segunda expressao é
calculado pela soma das frequéncias de cada valor da variavel, o que
equivale a frequéncia total, ou numero total de valores observados.
Retomando-se os calculos:
X =(4x1)+(5x5)+(6x6)+(7x5)+ (8x3)
1+5+6+5+3

X = ((4+25+36+35+24))/(1+5+6+5+3) = 124/20 = 6,2

Esse resultado € o mesmo que o obtido pelo emprego da formula
(1), porque o principio dos métodos € o mesmo, diferindo apenas a forma
de caélculo.

Genericamente, se os valores x,, X,, ..., X, ocorrerem f, f,, ..., f
vezes, respectivamente, a média aritmética do conjunto sera calculado
por:

n
> xf
i=1 I xf > xf
X = = = (2)
k 2 f n
St
i=1
Em que:
Xi = valores da variavel ou pontos médios de classe

K

> =n = numero total de observacdes

i=1

k = numero de valores individuais diferentes da variavel ou numero
de classes.

Na tabela 2.1, condensamos os resultados do exemplo acima.



Tabela 2.1 - Notas de 20 Alunos de Estatistica (ficticias)

x | f X f

4 1 4x1= 4
5 5 b5x5=25
6 6 6x6=236
7 5 Tx5=235
8 3 Bx3=24

5 5
Lf,:?D: f=124

Fonte: Martins (2009).

Normalmente, para o calculo da média aritmética ponderada,
recorre-se a uma tabela desse tipo, o que possibilita maior rapidez de
operacao e organizacao dos valores.

Quando os valores estdo agrupados em classes, a tabela requer
mais uma coluna necessaria para dispor os pontos médios de classes,
que veremos a seguir.

b,) Dados agrupados em classes

Neste caso, convencionamos que todos os valores incluidos em
um determinado intervalo de classe coincidem com o seu ponto médio,
e determinamos a média aritmética ponderada por meio da férmula (2).

Onde xi é o ponto médio da classe.

Consideremos os dados da tabela 1.5 referentes a estatura de 40

alunos do Curso Sistemas de Informagao da UAP:

Medidas de Posi¢ao



Tabela 2.2 - Estatura de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informagéo da UAPI

i | ESTATURAS | N°de Alunos
(cm) (fi)
1 150 < 154 4
2 154 — 158 g
3 158 «— 162 11
4 162 < 166 8
5 166 < 170 5
6 170 < 174 3
Xfi =40

Fonte: Martins (2009).

Pela mesma razdo do caso anterior, vamos, inicialmente, abrir
uma coluna para os pontos meédios (x,) e outra para os produtos xf:

Tabela 2.3 - Estatura de 40 Alunos do Curso de Sistema de Informagao da UAPI.

i | ESTATURA | f X xf
{em)
1 150154 4 152 | B0&
2 | 164158 9 166 | 1404
3 158+—162 11 160 | 1760
4 | 162166 a8 164 1312
5 | 1688170 L] 168 B4
B | 170174 3 172 | B16




i | ESTATURA f X o
[cm)

Rl
-_rl.
n

Px = 6440

P
]

Fonte: Martins (2009).

Como, neste caso:

o)x.f=6440e03f=n=40eX=_ )x.f

temos:

Isto quer dizer que, a estatura média dos alunos do Curso de
Sistema de Informacao da UAPI é de 161 cm.

Propriedades da média

P1) A soma algébrica dos desvios de um conjunto de numeros
tomados em relacdo a média aritmética é zero. Simbolicamente:

Sd f=¥x-X)fi=0 (5)
i=1

Em que,
d=x-X
ei={1,2,3,..., n} e xi € o valor da variavel para dados brutos e o
ponto médio das classes para dados tabulados.

Medidas de POSicﬁo _



entao:

A comprovacao dessa propriedade € simples:

Para dados brutos:

n n n n
2d =3 (xi-X)= }x->X
i=1 =1 i=1 i=1

Como X é uma constante, para um dado conjunto de valores,

n
>X=nX
i=1
mas
n
X, X
% = i=1 n i=1 n
n e, assim, nX = —n =) X
i=1
Entao,
n n n n n
2d=3x-3X=3x-3x=0
i=1 i=1 i=1 =1 =1
Exemplo 1:

Consideremos os salarios recebidos pelos cinco continuos.
X = {780, 790, 800, 810, 820}

A média dos salarios é X = 800, e a soma dos desvios sera zero,

como na tabela seguinte:

Tabela 2.4

X d=x-X

780 | 780 —800=-20

790 [ 790 -800=-10




X, d=x-%

800 | 800-800= O

810 | 810-800= 10

820 | 820-800= 20

5 5

¥ d= 2 (x - 800)=0
i=1 =1

Fonte: Toledo (1985)

5
Logo, 0} d =0.
i=1

Exemplo 2:

Com os dados da tabela 2.1, comprovar a primeira propriedade

da média.
Notas Numero de alunos

X f

4 1

5 5

6 6

7 5

8 3

n=20

FFonte: Toledo (1985)

Amédiaaritméticadas notaséX=6,2, conforme visto anteriormente.
A tabela 2.5 permite operar mais rapidamente.



Tabela 2.5

x |f |xf |d=x-62 df=(x-62).f

4 |1 4 | 4-62=-22 |(-22)1=-272

5 |5 25 |5-62=-12 |(-1,2).5=-6,0

B |6 36 |6-62=-02 |(-02).6=-12

7 |5 35 | 7-62=08 |(0,8).5=40

8 |3 24 |B-62=54 (1,8).3=54

n= | X 5
:l'.lf= tw =
20 124 2df=0

i=1

Fonte: Toledo (1985)

P2) Segunda Propriedade

A soma dos quadrados dos desvios tomados em relagdo a média
aritmética € um minimo.

Para dados brutos

n n
S (% -X)? < T (x, - x,)? (6)
i=1 i=1

Para dados tabulados

k k

> (X -X )2 fi<y (x— xo)z. fi (7)
i=1 i=1

Em que x0 € um valor arbitrario qualquer, muitas vezes chamado
de média arbitraria. Neste caso, x, # X.

A comprovacgao da propriedade sera feita apenas para a formula

(6).



Devemos ter:
S1=3(x-X)?= 3 (x*+X2-2xX) = 3 X2 +nX? - 23 X, X =

=yx2+nX*-2(¥x) ((>x)/n)n/n=
=)x2+nX?-2nX?=3)x?-nXx?

S2 =3 (X, —X,)? = 2(x2+X2-2xX,) =
= X2+ nXx2-2x2X% =

= Y X2+ nx 2 -2x.nX
i 0 0
Mas

S2 -81=(3x2+nx?-2nxX ) — (2x2-nX?) =
=n(x,? - 2x,X + X?) = n (X, - X)?

Como n >0 e (x,-X)? > 0 implica que n(x, - X)*> > 0.

Assim sendo, a diferenca @

S2 - §1 = n(x, - X)? € sempre positiva, para x, # X, ou seja,
S2-S1>0

Dai, tiramos:
S1<S20u Y (x -X)*<(xi—x,)?
Exemplo:

Considere o conjunto de numeros X = {3, 5, 7, 9, 10}. A média
aritmética do conjunto é:

x|
1

= (3+5+7+9+10)/5 = 34/5 = 6,8

Medidas de POSicﬁo _



Considere agora os seguintes valores arbitrarios para x, = 7 e
5. Os calculos das somas dos quadrados dos desvios serao feitos com
recurso da tabela auxiliar 2.6.

Tabela 2.6
% | (x—x) | (x-68F =T x—=7TF | X= (% —5F
(x =7 (= — &)
(x— 6,8}

3 |-38 14,44 -4 16 -2 4

5 |-18 3.24 -2 4 { 0

T 0.2 0,04 o 0] # 4

8 22 &4 &4 z 4 4 16

10 | 3,2 10,24 3 9 5 25
5 5 &
2Ax-6.8) x-TP 1ix-5¢ =
i=1 . i=1

=328 . =45
i=1
=33

Fonte: Toledo (1985)

Como pode ser observado,
S(x - 6,8 <3(x—7) < ¥(x,—5)

! } !
32,8 < 33 < 45
Para X = 6,8.

P3) Terceira propriedade

Média aritmética ponderada de todas as médias. Se n1 numeros
tem meédia X,, n, nimeros tem média X,, ..., n, niumeros tem meédia X, a
meédia do conjunto formado por todos os numeros é dada pela expressao:




> x f
i=1

b
1

(08)

k
2N
i=1

A comprovagao dessa propriedade € imediata, por isso nédo a
demonstraremos.

Exemplo:

Considere os seguintes conjuntos de numeros:
X, ={10, 40, 70, 80}
X, =1{5, 15, 20, 30, 40}
X,={1,2,3,10, 12, 20}

Devemos ter: @
X, = (10+40+70+80) _ 200 _ 50
4 4
%, = (5+15+20+30+40) _ Mo _ 29
5 5
- _ (1+2+3+10+12+20) _ 48 _
X, = = =8
6 6
i=1,2, 3.
3
> X n
% = i=1 _ ((50x4)+ (22x5)+8x6))
3 (4+ 5+ 6)

(200+110+48 )

15
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Sn
i=1
= 358 = 23,87

1

Supondo agora que as trés séries de numeros constituem uma
Unica série, teriamos ordenados os valores:
1,2,3,5,10,10, 12, 15, 20, 20, 30, 40, 40, 70, 80

Dai calculamos:

g = (1#2+3+5+10+10+12+15+20+20+30+40+40+70+80) _

15

= 358 _ 9347

15

P4) Quarta propriedade

Somando-se (ou subtraindo-se) um valor constante e arbitrario a
cada um dos elementos de um conjunto de numeros, a média aritmética
fica somada (ou subtraida) por essa constante.

Seja X = {x,, x
arbitrariamente.

Fagamos Y = X - X,

Assim sendo,

» - » X} € seja x, uma constante escolhida

n

> Xi
3 = i=1

n

n n n
Y S(-x) XX 5 %,

- _ =1 _ i=1 _ = i=1
y = = = -

n n n n



_— nx, 6 __
=X - 0 =X-X,,logo

n

y=X-X (09)

0

Como pode ser observado, X, a média de x, ficou subtraida pela
constante. Da mesma forma, poderia ser demonstrada que para:

Y =X + X, teriamos:

y =X +X, (10)

P5) Quinta propriedade

Multiplicando-se (ou dividindo-se) cada elemento de um conjunto
de nameros por um valor constante e arbitrario, a média fica multiplicada
(ou dividida) por essa constante.

Sejam, X = {x,, X,, ... , X } € ¢ uma constante arbitraria. Fagamos
Y=cX

Devemos ter:
n n n
Sy, Yex, 5 X

v = i=1 _ =1 - c i=1 - X

n n n

y=cX (11)

De igual modo poderia ser demonstrado que, paray =_x, teriamos
c

y=_* (12
C
Exemplo:

Comprovar a quinta propriedade, com os dados da tabela 2.7,
fazendoc =5 e Y = X/5. A comprovagao € feita com o auxilio da tabela

2.7.
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SAIBA MAIS
A moda* (Mo) é
o valor em um

conjunto de dados
que ocorre com a

maior frequéncia.

Tabela 2.7
Classes f. LA =;I Y.
1020 5 15 | 75 o= x5 =15
20+ 30 10 25 | 250 ==5 | 5x10=50
3040 15 a5 | 525 Ea7 Tx15 = 105
4050 10 45 | 450 %=9 Ox10 = 00
50+ 60 5 55 | 275 T— 1| 11x5=55
] ] 7]
TF=45 Y wf=1575 Eyf=315
=1 =1 =1
Fonte: Toledo (1985)
5
2 x.f ®
Lo =1 1575 _
45 45

De acordo com a quinta propriedade, devemos ter:
7= X =32
C 5

A média dos valores da variavel transformada Y €&, segundo a
definigao:
k
2 Y,
i=1 _ 315
45
dos valores de x dividida pela constante arbitraria 5.

y= =7, onde 7 é igual a média aritmética




Moda

Simbolo: M_ ou X

A moda* é outra medida de tendéncia central, mas ha outras
denominagdes para designa-la: norma, valor dominante, valor tipico.
Quando afirmamos que o salario modal de uma empresa ¢é igual a dois mil
reais, queremos dizer que esse € o salario percebido pelo maior numero
de pessoas dessa empresa.

Determinacdo da moda de valores nao tabulados

Considerandoumconjuntoordenadode valores,amoda seraovalor
predominante, o valor mais frequente desse conjunto. Evidentemente,
um conjunto de valores pode nao apresentar moda, sendo denominado
conjunto amodal, caso em que todos os valores da variavel em estudo
correm com a mesma frequéncia. Por outro lado, podemos ter conjuntos
plurimodais, quando houver mais de um valor predominante.

Exemplo:
Calcular a moda dos seguintes conjuntos de valores:
X={4,5,56,6,6,7,7,8, 8}
Y={4,4,5,5,6, 6}
Z2={1,2,2,2,3,3,4,5,5,5,6, 6}
wW={1, 2,3, 4,5}

A moda de cada um dos conjuntos sera:

Moda de X: M, = 6, o valor 6 é€ o mais frequente.

Moda de Y: Esse conjunto € amodal, pois seus trés valores
apareceram duas vezes cada um. Nao ha, portanto, predominancia de
nenhum valor do conjunto sobre os outros.

Moda de Z: Mo, = 2 e Mo, = 5. Trata-se de um conjunto bimodal,
uma vez que tanto o valor 3 como o 5 apresentaram o maior numero de

observacdes.

Moda de W: Esse € outro conjunto amodal.

Medidas de Posi¢ao



Determinacdao da moda para valores tabulados

a) Dados nao agrupados em classes:

Os valores da variavel dispostos em uma tabela de frequéncias
podem se apresentar individualmente ou agrupados em classes. No
primeiro caso, a determinagédo da moda é imediata, bastando, para isso,
consultar a tabela, localizando o valor que apresenta a maior frequéncia.
Esse valor sera a moda do conjunto. Assim, por exemplo, a moda do
conjunto apresentado na tabela abaixo é Mo = 3. Esse resultado indica
que a rejeicao de 3 pecgas defeituosas por més foi o resultado mais
observado.

Tabela 2.8 — Empresa X - NUmero de pecas de precisdo defeituosas devolvidas
mensalmente pelo Controle de Qualidade.

Mimero de Pegas | Numero de
com Defeitos x, meses f
0 2
1 4
2 6
3 8
4 4
5 2
6 1
7
2 f=27
i=1

Fonte: Toledo (1985)
b) Dados agrupados em classes:
Tratando-se de uma tabela de frequéncias com valores tabulados

e agrupados em classes, o procedimento nao ¢é imediato, sendo
disponiveis alguns métodos de calculo distintos. Qualquer que seja o



método adotado, o primeiro passo para determinar a moda € localizar
a classe que apresenta a maior frequéncia, comumente chamada de
classe modal.

Moda Bruta

O método mais rudimentar de calculo da moda em tabelas de
frequéncias com valores agrupados em classes consiste em tomar o
ponto médio da classe modal. Esse valor recebe o0 nome de moda bruta.
Examinando os dados da tabela 4.7, por exemplo, podemos dizer que a
terceira classe é a classe modal e a moda bruta sera seu ponto médio:
Mo = 35.

Os dois métodos que apresentaremos a seguir sao mais elaborados
e baseiam-se ndo apenas na frequéncia da classe modal, mas também
nas frequéncias das classes adjacentes.

Método de King

O método de King, para o calculo da moda elaborada, baseia-
se na influéncia das frequéncias das classes adjacentes sobre a classe
modal. Considerando essas frequéncias, admite-se que a moda se
desloca dentro do intervalo de classe para um determinado ponto (valor),
de tal sorte que as distancias desse ponto aos limites de classe sejam
inversamente proporcionais as frequéncias das respectivas classes
adjacentes. Entao, quanto maior for a frequéncia da classe adjacente,
menor sera a distancia do ponto a essa classe. Isto se comprova com a
férmula seguinte:

Mo = I* + A%, _lest  (13)

f +f
ant pos

Onde,

| = limite inferior da classe modal

A* = amplitude da classe modal

f . = frequéncias simples inferior a classe modal

al

fpos = frequéncia simples superior a classe modal
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Exemplo:
Calcular pelo método de King, a moda dos valores constantes da
tabela abaixo:

Tabela 2.9
Classes | Frequéncias (f)

1020 2

2030 4

3040 8

4050 5

5060 1

n=20
Fonte: Martins (2009).
Solucgao:

A classe modal é a terceira: 30—40, pois apresenta a maior
frequéncia 8. A moda, segundo a férmula de King, sera:
f 5 50

Mo =1* + post =30+ .10=30+_~" =30+ 5,556
fant + fpost (4+5) 9

= 35,56

Mo =35,56

= 35.

bruta

A moda bruta desses valores é ligeiramente menor: Mo
Método de Czuber

O método de Czuber, para o calculo da moda elaborada, leva
em consideragcao nao apenas as frequéncias das classes adjacentes,
mas também a frequéncia da classe modal. O ponto que corresponde
a moda divide o intervalo da classe modal em duas partes, as quais
sao proporcionais as diferencas entre a frequéncia da classe modal e as
das respectivas classes adjacentes. Isto se comprova com a seguinte



formula:

9 (g

d, +d,

Mo =1*+

Onde,
Mo = moda
d=f*-f

. €f*=frequéncia simples da classe modal.
—_ *
d,=f*-f

post

Exemplo:
Determinar a moda, pelo método de Czuber, usando os dados do
da tabela 2.9.
De acordo com a férmula 14,
l* =30
A*=L*-1*=40-30=10
d=f-f =8-4=4
d,=f"-f  ,=8-5=3

Mo=l*+A. 9 =
d, +d,
=30+10. 4 =30+57=357
4+3
Mo = 35.7

Mediana
Simbolo: Md ou X.

A mediana* é a terceira medida de tendéncia central, ela é
considerada uma separatriz, por ser um promédio que divide a distribuicao
ou conjunto de dados em partes iguais. Trata-se de uma medida muito
utilizada na analise de dados estatisticos, especialmente quando se
atribui pouca importancia aos valores extremos da variavel.

Medidas de Posi¢ao

SAIBA MAIS

A mediana* (Md) é o
valor que divide uma
série ordenada de
tal forma no conjunto
que o separa em
dois subconjuntos
de mesmo numero
de elementos, ou
seja, 50% dos dados
sao superiores a
mediana e 50% sao
inferiores.



Elemento mediano

Por ser uma separatriz, isto €, em virtude de a mediana se
constituir em um valor que separa a distribuicdo em partes de tal sorte
que uma fragao (0,5 ou 1/2) de valores |he seja inferior e os restantes
superiores, podemos concluir que essa medida apresenta um numero
de ordem. Assim € que, ordenando os valores da série, a mediana é um
valor que ocupa uma determinada ordem ou posi¢ao na série ordenada.
O numero que indica a ordem em que se encontra o valor correspondente
a mediana é denominado elemento mediano, cujo simbolo € E_ .

Determinagcao da mediana de valores nao tabulados

A determinacdo da mediana de valores nao tabulados processa-
se a partir de um rol ou lista ordenada dos dados. Podem ocorrer duas
hipéteses com relagdo ao numero de observagdes n: que ele seja impar
ou par. Veremos os dois casos.

O numero de observagoes é impar

O procedimento para o calculo da mediana, quando a lista de
valores contiver um numero impar de observagdes, requer, em primeiro
lugar, que se determine a ordem em que se encontra a mediana na série.
Deve-se, entdo, encontrar o valor do elemento mediano, o que é feito da
seguinte forma:

E,= Nt (15

2

O passo seguinte sera localizar a mediana na lista de valores, de
acordo com o resultado obtido no calculo do elemento mediano.

Exemplo:
Calcular a mediana do seguinte conjunto de numeros:
X={2,3,6,12, 15, 23, 30}

Solugao:

A primeira providéncia a ser adotada seria a de ordenar os valores.
Neste exemplo, os valores da série ja se encontram ordenados.



Em seguida, determinaremos o valor do elemento mediano,
utilizando a formula (14), uma vez que o0 numero de observagdes é impar
(n=7).

E,_,=_nt1= 7+1=4 (quarto elemento na série)
2 2

Ressalte-se o fato de que o valor 4 € um numero ordinal. Assim,
Emd =4 indica que a mediana é o valor que se encontra na quarta posicao
da lista ordenada de valores, € o quarto numero na série.

Finalmente, procuraremos no conjunto qual o valor que se
encontra no quarto lugar da lista. Esse numero corresponde a mediana
do conjunto.

No exemplo:

Md =12

Observe que existem trés valores menores do que doze (2, 3 € 6)
e trés valores maiores (15, 23 e 30), o que corresponde a cinquenta por
cento (ou metade) de itens maiores e menores do que a mediana.
O numero de observacgoes é par

O procedimento para calcular a mediana de um numero par de
observagbes é ligeiramente diferente do adotado para o caso em que
n € impar. O elemento mediano sera determinado, agora, através da
seguinte expressao:

E . =n/2 (16)

Exemplo:

Calcular a mediana do conjunto:
X={3,6,9, 12,14, 15, 17, 20}.

Solugéo:

Como vemos n = 8.
O elemento mediano sera, de acordo com a férmula (15),
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Emd:l:£:4
2 2

Seguindo a mesma linha de raciocinio do exemplo anterior,
identificariamos a mediana como o quarto elemento da lista, ou seja, Md
= 12. Entretanto, esse procedimento de identificacdo resultaria em um
valor da mediana que contraria a definigdo, uma vez que nao teriamos
a mesma proporcao de valores menores e maiores do que o valor doze.
Haveria, entdo, trés valores menores do que doze (3, 6 e 9) e quatro
maiores (14, 15, 17 e 20).

Toda vez que houver um numero par de observagdes, a lista
apresentara dois valores centrais € a mediana sera determinada
calculando a média aritmética deles. No exemplo, teriamos:

Md =12+14 =13
2

Percebe-se, agora, a ocorréncia de igual numero de valores
maiores (14, 15, 17 e 20) e menores (3, 6, 9 e 12) do que a mediana.

Determinacdo da mediana de valores tabulados n&o agrupados em
classes

Quando os valores da variavel estiverem ja tabulados, o
procedimento a ser adotado sera praticamente idéntico ao anterior.

Em primeiro lugar, deve-se verificar se 0 numero de observagdes
€ impar ou par, e conforme o caso, aplicar as férmulas (14) e (15) para o
calculo do elemento mediano.

Em seguida, acrescentamos uma coluna a tabela de frequéncia
original, onde serdo determinadas as frequéncias acumuladas.
Comparando o resultado obtido no calculo do elemento mediano com os
valores constantes dessa coluna, determinaremos a mediana.



Exemplo:

Calcular a mediana dos valores apresentados nas tabelas 2.10 e

2.11.
Tabela 2.10

Valores (x) | Frequéncias (f)
2 5

3 10

4 15

5 12

6 5

7 3

n=>50

Fonte: Toledo (1985)

Tabela 2.11
Valores (x) | Frequéncias (f)
3 3
4 6
5 9
6 8
i 6
8 3
n=35

Fonte: Toledo (1985)



Solugao:

O numero de observacgbes da variavel, conforme a tabela 2.10, é
n=50. Assim sendo, fazemos:

E,,n=50=25
2 2

A mediana devera ser o vigésimo quinto elemento, se levarmos
em consideracao os valores do conjunto ordenados, ou seja:
{2,2,2,2,2,3,3,3,...,7,7, 7}

O passo seguinte era o calculo das frequéncias acumuladas, o
que sera feito com o recurso da tabela auxiliar 2.12.

Tabela 2.12

Valores (x) | Frequéncias (f) | F, |
2 5 5

3 10 15
4 15 30
5 12 42
6 5 47
7 3 50

n==50

Fonte: Toledo (1985)

Examinando a coluna das frequéncias acumuladas, verificaremos
até o valor dois, inclusive, existem cinco observacdes, o que significa
dizer que o quinto elemento da lista é igual a dois. Portanto, a mediana
nao pode ser dois, uma vez que ela equivale ao vigésimo quinto valor,
e até dois temos apenas cinco observacdes. Assim, iremos percorrendo
a coluna até encontrar um valor (frequéncia acumulada) igual ou maior
que o elemento mediano. A frequéncia acumulada seguinte é quinze, que



por ser inferior a vinte e cinco, indica que trés nao é a mediana. Ja a
frequéncia acumulada até o valor quatro da variavel é superior a vinte e
cinco. Portanto, a mediana desse conjunto é:

Md =4

Observacgao: Em virtude de o numero de observagdes serem par,
teremos dois valores centrais, que no caso sao iguais. Assim,

Md = 4+4 = 4
2

O conjunto de observacdes, neste caso, é impar:
n = 35.
O elemento mediano sera:

E_, = (n+1)2 (35+1)/2 = 18

A mediana sera o décimo oitavo valor da lista. Atabela 2.13 mostra
que atéocinco, inclusive, temos dezoito observagdes. Consequentemente,

Md =5
Tabela 2.13

Valores (x) | Frequéncias (f) | F, |

3 3 3

4 B 9

5 9 18 SAIBA MAIS
OBS:

6 8 26 Quando n/2 coincidir
com a frequéncia

7 6 32 acumulada, neste

8 3 35 caso, a mediana sera
a media aritmética do

- 35 valor correspondente
U a tal frequéncia

acumulada e o

Fonte: Toledo (1985) seguinte
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Neste caso, basta calcular 35/2 =17,5

A mediana sera o valor correspondente a frequéncia acumulada
imediatamente superior a 17,5. Nesse caso é 18,

Logo, a mediana sera:

Md =5

Exemplo:
Calcular a mediana dos valores constantes da tabela 2.14.

Tabela 2.14

Valores (x) | Frequéncias (f) | F, |
3 3 3

4 6 9

5 9 18
6 8 26
7 4] 32
8 3 36

n =36

Fonte: Toledo (1985)

Solugao:
Temos n = 36 — como n é par, entao 36/2 = 18.

Observe que coincide com a frequéncia acumulada, logo a mediana
sera calculada pela média aritmética do elemento correspondente a 18
que é 0 5, e o0 seguinte é 6, logo a mediana sera:

Md=5+6=55
2

Determinagcdo da mediana de valores tabulados agrupados em
classes. Quando os valores da variavel estiverem agrupados em classes,
o calculo da mediana sera realizado por interpolagcdo. Tratando-se de



dados agrupados, admite-se que os valores da variavel na distribuicao
de frequéncias se distribuam continuamente. A mediana sera, neste
caso, o valor da variavel, para o qual metade ou cinquenta por cento da
frequéncia total ( N/2 ) ficam situados abaixo e a outra metade acima dele.
Geometricamente, isso significa dizer que a mediana é o valor de x (eixo
das abscissas) que corresponde a perpendicular que divide o histograma
em duas partes que apresentam areas iguais. Vejamos alguns métodos
para o calculo da mediana, quando os valores estiverem agrupados em
classes:

Primeiro método: resolugao por féormula

Neste caso, o problema consiste em determinar o ponto do
intervalo em que esta compreendida a mediana.

Para tanto, temos inicialmente que determinar a classe na qual
se acha a mediana — classe mediana. Tal classe sera, evidentemente,
aquela correspondente a frequéncia acumulada imediatamente superior

, X

2

Feito isto, um problema de interpolagcdo resolve a questao,
admitindo-se, agora, que os valores se distribuem uniformemente em
todo o intervalo de classe. Assim, considerando a distribuicdo da tabela
2.15, acrescida das frequéncias acumuladas:

Tabela 2.15
i Estaturas (cm) | f, F,l
1 150154 4 4
2 154158 9 13
3 158162 1 24
4 162166 8 32
5 166170 5 ar
6 170174 3 40
2 f=40

Fonte: Martins (2009).
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Temos:

> fi _ 40

=20
2 2

Tendo em vista que ha 24 valores incluidos nas trés primeiras
classes da distribuicdo, e como pretendemos determinar o valor que
ocupa o 20° lugar, a partir do inicio da série, vemos que este deve estar
localizado na terceira classe (i=3), supondo que as frequéncias dessas
classes estejam uniformemente distribuidas.

Como ha 11 elementos nessa classe e o intervalo de classe é
igual a 4, devemos tomar, a partir do limite inferior, a distancia:
20-13 x4=17_ x4
11 11

E a mediana sera dada por:
Md =158+ 7 x4 =158 +28 =158 + 2,54
11 11
= 160,54
Logo:

Md = 160,5 cm

Na pratica, executamos os seguintes passos:

1°) Determinamos as frequéncias acumuladas.
2°) Calculamos 2 f .
2

3°) Marcamos a classe correspondente a frequéncia acumulada

. . D . .

imediatamente superior a i — classe mediana — e, em seguida,
2

empregamos a formula:



Md =1 *+[ 25 - Fij(ant)] (15)
2 A*
f*

na qual:

| * € o limite inferior da classe mediana;

Fi| é a frequéncia acumulada da classe anterior a classe mediana;
f* é a frequéncia simples da classe mediana;

A* é a amplitude do intervalo da classe mediana.

Tomando como exemplo a distribuigdo anterior, temos:
2f _ 40 _ 20
2 2

Logo, a classe mediana é a de ordem 3. Entao:
Md = 158 + 20-13.4 =158 + 28 =158 + 2,54 =
11 11

= 160,54,
Isto é:
Md = 160,5 cm.
Segundo método: por interpolagao

Admite-se que as alturas se distribuem continuamente e a altura
mediana € o valor tal que metade dos 40 valores lhe seja inferior e
metade superior. Para obter a mediana, devemos localizar o vigésimo
elemento, ja que E_, = 20. Percorrendo a tabela 4.14 na coluna de
frequéncias acumuladas, verificamos que o vigésimo elemento encontra-
se na terceira classe: 158<—162. Como até a segunda classe, inclusive,
acumulamos 13 observacgdes, precisamos de mais 7 para completar as
20 necessarias. Assim sendo, se tomarmos todo o intervalo da terceira
classe, estaremos considerando todas as observagbdes dessa classe
(26). Entretanto, interessam-nos apenas 7 observagbes para atingir o
ponto que corresponde a mediana. Para saber qual a parcela do intervalo
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SAIBA MAIS

Quartis* divide a
distribuicdo em
quatro partes iguais
quanto ao numero
de elementos de
cada parte.

Decis* divide a
distribuicdo em dez
partes iguais quanto
ao numero de
elementos de cada
parte.

Percentis* divide a
distribuicdo em cem
partes iguais quanto
ao numero de
elementos de cada
parte.

da classe mediana (c = 4) deve levar em consideracao a seguinte regra
de trés simples:

m__ 4 implica que x = 4x7 = 28 =254
! X M1

Acrescentando-se esse valor ao limite inferior da classe mediana,
chegaremos a:

Md = 158 + 2,54 = 160,54 = 160,5 cm
Valor igual conseguido com o uso da férmula (15). Na realidade,

esse ultimo é apenas o resultado de interpolag&o. Assim, de acordo com
0 que vimos acima,

X = 4X7=4£, onde
11 11

4 =A*

7=20-13

11 = f* (frequéncia simples da classe mediana)
Substituindo os numeros pelos simbolos que os representam,
temos:
Emd - Fil(

ant) ,

X=A"
fi*

que somado ao limite inferior da classe mediana (li*), reproduz a
férmula (15).

f
RAT AN
Md=1*+A* 2
f.*

Quartis — Decis — Percentis (ou Centis)

Ha uma série de medidas de posicdo semelhantes na sua
concepgao a mediana, embora ndo sejam medidas de tendéncia central.
Como se sabe, a mediana divide a distribuicdo em duas partes iguais,
quanto ao numero de elementos de cada parte. S&do elas: os quartis®, os
decis* e os centis*.



Para simbolizar cada uma dessas medidas separatrizes, faremos:

Q, = quartis i=1,2,3
D, = decis i=1,2,3,...,9
C. = centis i=1,2,3,..,99

Assim, para dividir uma série ordenada de valores em quatro
partes iguais, precisaremos de trés separatrizes (quartis); para dividi-la
em dez, iremos recorrer a nove separatrizes (decis); em cem, recorremos
a noventa e nove separatrizes (centis). O grafico a seguir ilustra melhor
0 que acabamos de dizer em relagao aos quartis e decis:

A | I | | | B

Quartis
¢  Primeiro Quartil
Simbolo: Q1

Definigdo: Dado um conjunto ordenado (ordem crescente) de
valores, o primeiro quartil, Q1 é o valor que divide o conjunto em duas
partes tais que um quarto ou vinte e cinco por cento dos valores sejam
menores do que ele e trés quartos ou setenta e cinco por cento dos
restantes sejam maiores. O elemento que indica a ordem ou posi¢ao do
primeiro quartil € determinado, para dados agrupados em classes, pela
seguinte expressao:

Eo =,
4

Onde n é o numero de valores do conjunto ou o numero de
observacoes.
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Segundo Quartil

Simbolo: Q, ou Md
Definigao: Dado um conjunto ordenado de valores, o segundo
quartil ou mediana é o valor que divide em duas partes iguais quanto
ao numero de elementos, isto é, cinquenta por cento ou dois quartos
dos valores do conjunto sdo menores, e os dois quartos restantes séo
maiores do que ele. O elemento mediano é calculado, conforme veremos,
através da seguinte expressao:
E 2n =n

md:EQZZ— e

4 2
Terceiro Quartil
Simbolo: Q,

Definigdo: Dado um conjunto ordenado (ordem crescente) de
valores, o terceiro quartil € o valor que divide o conjunto em duas partes
tais que setenta e cinco por cento ou trés quartos dos valores sejam
menores e vinte e cinco por cento ou um quarto sejam maiores do que
ele. O elemento que indica a ordem em que n encontra o terceiro quartil
€ calculado, para dados tabulados, conforme segue:

Eqs = 3ne,
4

Onde n é o numero de valores observados.

Genericamente, para determinar a ordem ou posi¢cao do quartil a
ser calculado, usaremos a seguinte expressao:
E,=_n (16)
4

Onde:
i= numero do quartil a ser calculado
n = numero de observacoes.

Decis

Simbolo: D, i=1,2,3,..,9



A definicao dos decis obedece ao mesmo principio da definicdo
dos quartis, com a modificagdo da porcentagem de valores que ficam
aquem e além do decil que se pretende calcular. Assim, por exemplo:

Primeiro Decil: D1

O primeiro decil de um conjunto ordenado (ordem crescente) de
valores é o valor que divide um conjunto em duas partes tais que dez
por cento ou um décimo dos valores sejam menores e nove décimos ou
noventa por cento sejam maiores do que ele. O elemento que indica a
posicao do primeiro decil é calculado pela expressao:

ED1 =_n
10

Segundo decil: D,

Trata-se do valor que divide o conjunto em duas partes, tais que
vinte por cento ou dois décimos dos valores sejam menores e oitenta por
cento ou oito décimos dos valores sejam maiores; para saber a ordem do
segundo decil, usamos a express&o:

Ep, = 20
10

De especial interesse é o quinto decil, que divide o conjunto em
duas partes, tais que cinco décimos ou cinquenta por cento dos valores
sejam menores do que cinco décimos ou cinquenta por cento dos valores
restantes maiores do que ele. Assim sendo, o quinto decil é igual ao
segundo quartil que, por sua vez, € igual a mediana. O elemento que
indica a ordem do quinto decil é igual ao elemento mediano, ou seja:

Ep, =50 =n=2n
10 2 4

Podemos, entao, afirmar que:
Md =D, =Q,

De modo geral, para calcular os decis, recorremos a seguinte
expressao que define a ordem em que o decil se encontra:
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E_=in (17)

Di —_—

10
Onde:

n = numero de valores observados
i = numero que identifica o decil a ser calculado

2.4.3 Percentis ou centis
Simbolo: C, i=1,2,3,..,99

Neste caso, cada parte em que foram subdivididos os valores do
conjunto, através dos noventa e nove centis, contara com um centésimo
ou um por cento dos valores do conjunto.

O elemento que definira a ordem do centil, em uma distribuicéo de
frequéncias de valores tabulados agrupados em classes, sera encontrado
pelo emprego da expresséo:

Eg=_in_ (18)

100

Onde:
i = namero identificador do centil
n = numero total de observacgdes

E oportuno lembrar que os centis englobam todos os decis e
quartis.

Assim, por exemplo:
Décimo centil: C,;

O décimo centil dividira o conjunto ordenado (ordem crescente)
de valores em duas partes, tais que dez por cento ou dez centésimos
dos valores do conjunto sejam menores e noventa por cento ou noventa
centésimos sejam maiores do que ele. Teremos, entéo:

Eco=10n = _n =0,1n ou
100 10



E,,=1In=n =0,1n
10 10

Vigésimo Centil: C,;

O vigésimo centil é igual ao segundo decil, porque
EC,,=20n =0,2n=E_,= 2n =0,2n

100 10

O vigésimo quinto centil é igual ao primeiro quartil, porque
Ecs =250 =n_=0,25n
100 4
» logo E025 = EQ1

E =

o = _1n =0,25n
4

A formula do calculo dos centis sera:

[ I_n - Fil(am)]
100

fi*

Ci = Ii* +A*

(19)

Exemplo:

Utilizando os dados da tabela 2.15, calcular as seguintes medidas:

Trigesimo Centil: C,;
Quinquagésimo Centil: C,;
Septuagésimo quinto Centil: C_,
Décimo Quinto Centil: C,,

Tabela 2.16
i Estaturas (cm) | f, F,l
1 150154 4 4
2 154158 0 13
3 158162 11 24
4 162—166 8 32
5 166170 5 37
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i Estaturas (cm) | f, F, |

6 170174 3 40

2 f=40

Fonte: Martins (2009).

Solugao:

Trigésimo Centil: C,;
Inicialmente, calcularemos E_, ,
ordem ou posicao do trigésimo centil:

ou seja, o elemento que define a

E.,=_in =30.40 =12
100 100

Agora, basta procurar a frequéncia acumulada imediatamente
superior a 12 que € igual a 13; logo, a classe do trigésimo centil é a
segunda: 154158, aplicando a férmula (19), obtemos:

(ant)] =154 + 4 =

T 12-4

fi* 9
=154 + 32 =154 + 3,55 = 157,55 = 157,6
9
C,, = 157,6 cm

Interpretacdo: o valor 157,6 refere-se a estatura dos alunos em
cm. Como esse valor corresponde ao trigésimo centil, podemos afirmar
que trinta por cento dos quarenta alunos tém estatura até 157,6 cm,
enquanto que setenta por cento tém mais de 157,6 cm de altura.

Quinquagésimo Centil: C,

Inicialmente calcularemos o E , ou seja, o elemento que define a
ordem ou posi¢ao do quinquagésimo centil:



E. =_in =50.40 =20
100 100

Agora basta procurar a frequéncia acumulada imediatamente
superior a 20, que € igual a 24; logo, a classe do quinquagésimo centil é
a terceira: 158162, aplicando a formula (19), obtemos:

C,, =158 +4. 20-13 =158 + 28 =158 + 2,564 =

11 11

= 160,54 = 160,5 = Md
C,, = 160,5 cm

Interpretacao: Neste caso, metade ou cinquenta por cento dos
alunos tem estatura até 160,5 cm e os outros cinquenta por cento ou
metade tem estatura superior a 160,5 cm.

Septuagésimo Quinto centil: C_,

Segue o mesmo procedimento das letras: a e b:
E.,= 7540 =30
100

A frequéncia acumulada imediatamente superior a 30 é igual a
32; logo, a classe do septuagésimo quinto centil é a quarta: 162—166,
aplicando a férmula (19), obtemos:
C,,=162+4.30-24 =162+ 24 =162 +3 =
8 8

=165

C,,=165cm

Interpretacdo: Neste caso, podemos dizer que trés quartos ou
setenta e cinco por cento dos alunos tém estatura até 165 cm, enquanto

que um quarto ou vinte e cinco por cento possuem altura superior a 165
cm.
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Décimo Quinto Centil: C,,
E.,=15.40=6
100

C1

A frequéncia acumulada imediatamente superior a 6 € igual a 13;
logo, a classe do décimo quinto centil é a segunda: 154158, aplicando
a féormula (19), obtemos:

C,.=154+4, 4

9

154 + 8/9 = 154 + 0,888 =

=154,9
C,,=154,9cm

Interpretagcéo: o valor 154,9 refere-se a estatura dos alunos em
cm. Como esse valor corresponde ao décimo quinto centil, podemos
afirmar que quinze por cento dos 40 alunos tém estatura até 154,9 cm,
enquanto que oitenta e cinco por cento tém estatura maior que 154,9 cm.

Exercicios Propostos 01

1) A tabela abaixo representa os salarios pagos a 100 operarios da
empresa GLT & Cia.

N° de Salarios Mininos (x) | N° de Operarios (f)
0«2 40
2+ 4 30
4—6 10
68 15
8«10 5
n=100

Fonte: Toledo (1985)



Determinar:

a) Salario médio.

b) Salario modal (Czuber).
¢) Salario mediano.

2) Com os dados do exercicio 01, determinar o primeiro e terceiro Quartil.

3) Seja a distribuicao das estaturas de 100 alunos de uma classe.

Estaturas (m) | N° de alunos (f)

1,40+-1,50 5

1,50+1,60 10

1,601,70 30

1,70-—1,80 40

1,80--1,90 10

1,802,00 5

n=100

Fonte: Martins (2009).

Determinar:

a) A estatura média.

b) A estatura modal (Czuber).

c) A estatura mais frequente de (King).
d) A estatura mediana.

4) Um comerciante atacadista vende determinado produto em sacas que
deveriam conter 16,50 kg. A pesagem de 40 sacas revelou os resultados

representados na tabela abaixo:

Pesos (xi) N° de sacas (f)

14,55<-15,05 | 1

15,05<-1555 | 3

15,55-16,05 | 8
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16,05-16.55 | 9

16,55—17,05 | 10

17,05+-1755 | 6

17,55--18,05 | 3

n=40

Fonte: Toledo (1985)

Pede-se:

a) A média da distribuigao.

b) A mediana.

c) A moda (Czuber).

d) O septuagésimo quinto
e) O terceiro decil.

f) A porcentagem de sacas entre a mediana e o seputagésimo

quinto centil.

eletrén

icas em 1972.

centil.

5) A tabela abaixo apresenta a distribuicdo das exportagées de empresas

Volume exportado em ($)

N° de empresas (f)

50.000+-60.000 5
60.000-—70.000 10
70.000-—80.000 20
80.000+-90.000 10
90.000-—100.000 5

Fonte: Toledo (1985)

Pede-se:
a) A média.
b) A moda.



¢) A mediana.

d) Primeiro quartil.

e) Terceiro quartil.

f) Quinto decil.

g) Septuagésimo quinto centil.

Resumindo

As medidas de posicéo, objeto de estudo desta unidade, podem-
se apresentar de varias formas, dependendo daquilo que se pretende
conhecer a respeito dos dados estatisticos. As mais importantes sao
as medidas de tendéncia central ou promédias, as quais sao assim
denominadas, em virtude de a tendéncia dos dados observados se
agruparem em torno desses valores centrais. A moda, a média aritmética
e a mediana sao as trés medidas de tendéncia central ou promédios
mais utilizados para resumir o conjunto de valores representativos dos
fenbmenos que se deseja estudar. Outros promédios menos usados
sdo a média geométrica, harménica, quadratica, cubica e biquadratica e
ainda as separatrizes, como os quartis, os centis.






UNIDADE 3

Medidas de
Dispersao

Objetivos:

Diferenciar medidas de posi¢cdo de modelo de dispersao;

Identificar e calcular as medidas de dispersao e interpretar os resultados;
Identificar e calcular a medida de dispersao absoluta e relativa;

Fazer uma anadlise completa de dados, através das medidas de dispersao.







MEDIDAS DE DISPERSAO

Medidas de dispersao absoluta
Amplitude total ou intervalo total
Simbolo: A,

Exemplo 1:

Calcular a amplitude total dos seguintes conjuntos de numeros:
A ={10,12, 13, 20, 25, 34, 45}
B ={17,18, 19, 20, 21, 22, 23}

Solucao:
Para o conjunto A, temos: At=45-10 =35
Para o conjunto B, temos At=23-17=6

Se os dados vierem dispostos em uma tabela de frequéncias, com
os valores agrupados em classes, que basta calcular a diferenga entre o
limite superior da ultima classe e o limite inferior da primeira classe.

A, = Limite superior da ultima classe — limite inferior da primeira
classe.

Exemplo 2:
Calcular a amplitude total dos valores dispostos na tabela 3.1

SAIBA MAIS

Amplitude Total - é
a diferenga entre os
valores extremos do
conjunto.

®



Tabela 3.1
Classes | f, X,
10<-20 5 5
20<-30 12 [ 25
30<40 |20 |35
40<-50 14 | 45
50<-60 10 | 55
6070 |4 [65
n=65
Fonte: Toledo (1985)
Solugao:

A =70-10=60
Restricoes ao uso da amplitude total

Embora a amplitude total seja a mais simples das medidas de
dispersdo, ha uma forte restricdo ao uso em virtude de sua grande
instabilidade, uma vez que ela leva em conta apenas os valores extremos
da série. Comparemos os conjuntos A e B do exemplo 1:

A média aritmética de cada um desses conjuntos é igual a 20.
Portanto, no que diz respeito a uma medida de posigcdo, ambos os
conjuntos podem ser considerados idénticos. Ao calcular a amplitude total,
verificaremos que os valores do conjunto A apresentam maior dispersao.
Todavia, no calculo da amplitude total ndo sédo levados em consideracao
os valores da série que se encontram entre os extremos, o que poderia
conduzir o analista a interpretacées equivocadas. Muitas vezes, um valor
particularmente anormal podera afetar de maneira acentuada a medida.
O conjunto A, por exemplo, apresenta o ultimo valor (45) sensivelmente
distante do penultimo (25), fato que talvez tenha provocado uma amplitude
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total de tal magnitude (35).
Desvio Médio
Simbolo: D
Desvi;) médio* para dados brutos

Quando os valores ndo vierem dispostos em uma tabela de
frequéncia, o desvio médio sera calculado, de acordo com a definigao,
através do emprego de uma das seguintes férmulas:

n
2 | X, - X |
D, = i=1 (20)
n

Onde di =(x, - X ) = desvio em relagdo a média aritmética.

n
2 |Xi B Mdl
D, = i=1 (21)
n

Onde d, = x, — Md = desvio em relagdo a mediana.

Exemplo:
Calcular o desvio médio do conjunto de numeros
A={10,12, 13, 20, 25, 34, 45}
Os dados necessarios para o calculo dos desvios sao:
XA = 10+12+13+20+25+34+45 =159 =22 714
7 7

Md=20

Faremos uma tabela com cinco colunas, uma para x,, outra para
X - X, para |x -X |, outra para x, — Md e a ultima para | x - X |.

SAIBA MAIS

Desvio médio*

€ igual a média
aritmética dos
valores absolutos
dos desvios tomados
em relagdo a média
ou mediana.



Tabela 3.2

X | x%-% X-X %, Md x - Md

10 [-12,714 | 12,714 -10 10

12 | -10,714 - 10,714 -8 B

13 | -8.714 . .74 =¥ T

20 | -2,714 2,714 0 0

25 | 2,286 2286 o 2

34 | 11286 11,286 14 14

45 | 22,266 22 286 25 25
Liw-%) | L | x-X 20| x-Mid
=i =M.M14 =64

Fonte: Toledo (1985)

Usando as férmulas (20) e (21), chegaremos a:

Pela Mé
7
> |x —22,714]
D = i=1 =71,714 =10,245
7 7
D =10,245
Pela Mediana
7
Zl X; - 20|
D,_= i=1 =69 =9,.857
7 7
DA =9,857

O desvio médio, neste caso, € menor quando tomado em relacéo
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a mediana do que em relagdo a média aritmética.
Desvio médio para dados tabulados

Se os valores vierem dispostos em uma tabela de frequéncias,
agrupados ou ndo em classes, serdo usadas as seguintes férmulas:

Calculo pela média

k
Zl X; - 7| fi
D = i=1 (22)
n

Onde x; representa um valor individual ou um ponto médio da
classe.

Calculo pela mediana

k
Y| x -Md |
D_ = i=1 (23)
n

Exemplo:

Calcular o desvio médio dos valores representativos das alturas
dos alunos do Curso de Sistema de Informacao da UAPI.

Tabela 3.3
Aluras f X, zifi ¥-X ¥-%f
{cm)
150+ 154 | 4 152 E0E -9 38
154--158 [ 9 156 | 1404 -3 45
158-162 | 11 | 160 | 1760 -1 11
162+ 166 | & 154 | 1312 3 24




Alturas f X, xi.fi ¥-X X-x f
(em)

166«170 |5 | 166 &40 7 35

170174 | 3 172 516 1 33

=184

40 = 5440

I =l

Fonte: Juarez Martins (2009)

A média aritmética foi calculada no exemplo da pag.?? (X = 161
cm) e a mediana (Md = 160,5) do capitulo precedente. Teremos, entao:

Calculo pela média

6
>|x -161]|f
D = =1 = 184 =46
40 40

D =46

m

O célculo do desvio médio pela mediana segue 0 mesmo raciocinio
usado para o calculo pela média.

Calculo pela Mediana
Usando a formula (23), obtemos:

D =45
Temos novamente neste exemplo o desvio médio, calculado com
base na mediana, menor que o calculado com base na média aritmética.

Observacoes:

* O desvio médio resulta mais vantajoso que a medida de
dispersao precedente pelo fato de, em seu calculo, levar em
consideracao todos os valores da distribuicao;
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* O desvio médio calculado, levando-se em consideragcédo os
desvios em torno da mediana, é minimo, ou seja, € menor do
que qualquer desvio médio calculado com base em qualquer
outra medida de tendéncia central.

Apesar de o desvio médio expressar aceitavelmente a disperséo
de uma amostra, ndo é tao frequentemente empregado como o desvio
padrao, o qual sera descrito mais adiante, pois este se adapta melhor a
uma ampla gama de aplicagdes. Além disso, o desvio médio despreza o
fato de alguns desvios serem negativos e outros positivos. Todavia, sera
preferido o uso do desvio médio em lugar do desvio padréo, quando esse
for indevidamente influenciado pelos desvios extremos.

Desvio padrao
Simbolo: S

O desvio padrao é a medida de dispersdo mais usada, tendo
em comum com o desvio médio o fato de ambos serem os desvios com
relacdo a X. S6 que, no calculo do desvio padrao, em lugar de serem
usados os valores absolutos das discrepancias ou desvios, calculam-se
0s quadrados desses.

Desvio padrao de dados brutos
Seja o seguinte conjunto de numeros: X = {x1, x2, x3,... ,xn}. O

desvio padrao ou a média quadratica dos desvios ou afastamento em
relagdo a média aritmética desse conjunto sera definido por:

j Y d? J’ Y(x— x)2
S= [ i=1 = [ i=1 (24)
\ n \ n

Onde d, = (x, - X).

Se desenvolvermos o numerador da expressao sob o radical,
chegaremos a formula desenvolvida do desvio padréo:

SAIBA MAIS
Desvio padrao(s)
€ igual a raiz
quadrada da

variancia.

S=+s2
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S= 2 [zZxi— & (25)

Observacgao:

Quando o desvio padrao representar uma descricdo da amostra
e nao da populacao, caso mais frequente em Estatistica, o denominador
das expressodes 24 e 25 sera igual a n — 1, em vez de n. A razdo desse
procedimento reside no fato de que, utilizando o divisor (n — 1), obtém-
se uma estimativa melhor no parametro de populacao. Além do mais,
apenas (n — 1) das discrepancias (x, - X) séo independentes, uma vez
que essas (n — 1) discrepancias determinam automaticamente a n-ésima.
Para valores grandes de n (n > 30) ndo ha grande diferenca entre os
resultados proporcionados pela utilizagcao de qualquer dos dois divisores,
n ou n — 1. Entretanto, daremos preferéncia a formula que proporciona
uma estimativa mais justa do desvio padrao da populagao, ou seja:

n
_ |1 [Zxi? @i
s= |5 = (%)

Exemplo:

Calcular o desvio padrdao de cada um dos conjuntos de numeros
do conjunto A = {10, 12, 13, 20, 25, 34, 45}.

Tabela 3.4
Farmula Original Farmula Desenvolvida
X, X-X dF= [x -H)* X’
10 0,714 161,646 100
12 8,714 | 114,790 144
13 2,714 94,362 169
20 2.286 7368 400
25 _’I1,_23Ei_ 5,226 625
34 L8 127,374 1156
45 4496, 665 2025
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Farmula Original Farmula Desenvolvida

Px=150 24d=1007,430 | Lx’ = 4619

Fonte: Toledo (1985)

Resolvendo pela formula original, devemos ter:
1

n
_ | [¥xi? a2
S_\/ul i=1 n ] (26)

Onden=7eX=22,714.

S= /-3 - 22,?14F'=J§ 1007,430 =

=\[167.905 = 12958

S, = 12,958

Utilizando a férmula desenvolvida:

n=1 n

(185

o i = 2 _
S = w]'?_l [4619 ] JE [4619

I1 1
= 4554519—3511,5r1]:

S, = 12,958

Conforme se pode observar, as duas expressbes para o calculo
do desvio padrao sao equivalentes.

Desvio padrédo de dados tabulados

Quando os valores vierem dispostos em uma tabela de frequéncias,
o calculo do desvio padrao far-se-a através de uma das seguintes

25381

1007 429 = 'I'm



formulas:
k k
Y di’fi X(xi — x)*fi
= E—1 = i= (27)
n n
Ou, pela férmula desenvolvida:
S= [ (Exitfi- T2 28)

Onde di = x, - X = desvio em torno da média.
X, = valor isolado da variavel, ou ponto médio da classe, se os
valores vierem agrupados em classe.

Pelos mesmos motivos expostos anteriormente, sera dada
preferéncia ao divisor n — 1, em vez de n, no calculo do desvio padrao
para dados tabulados.

k k
Y di*fi Y(xi— x)fi
S=| i=1 = i = (29)
\l n—1 n-—1
Ou
k
S= i=1 (30)
n—1
Ou
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S= Sk xitfi- T2 1)

n

Exemplo:

Com os dados da tabela 2.2, calcular o desvio padrdo da
distribuicdo de frequéncias da altura dos alunos em (cm):

Tabela 3.5

Alturas (cm) | T X, :xf. (x=%) | (x-x)'F | x4,

150—154 4 |152 | 608 -9 324 92416

154+ 158 5 | 156 | 1404 | -5 225 219024

1o 162 " &l 1l | <1 ik Er L ]
162+ 166 B 164 1312 | 3 T2 215168
166170 |5 | 168 |840 |7 245 | 141120
170—174 3 172 _ 516 11 363 BETE2
40 6440 1240 | 1038080

Fonte: Martins (2009).

A média aritmética ja foi calculada anteriormente:
< _(2xf) _ 6440 _ 161
n 40

Célculo do desvio padrao pela férmula original (29)

k

2 (xi— x)fz
S= =1

n—1

2% - J31,79487179= 564



S =5,64 cm

O desvio padrao da altura dos alunos é de 5,64 cm. Recorde-se
que o desvio médio, calculado anteriormente, resultou em Dm = 4,6 cm.

Pela formula desenvolvida (30):

[E L xilfi— ﬂ]:

'\4?11

)
= J| -[ 1038080 — (64407 1=
Y 0= 40

]
= [5;[1038080 — 1036840 ] =

li v YT T r T
\] o - (1240) = /31,79487179 =
= 5,64
S =5,64 cm

Interpretagcao do desvio padrao

O desvio padrdao nao tem uma interpretacgao fisica, como ocorre
com a média, mediana, a moda e os quartis. Contudo, é possivel
interpreta-lo de forma analitica. Consideremos por exemplo, que dois
estudantes tenham obtido os seguintes resultados em 5 provas de
Estatistica, realizadas ao longo do ano letivo:

Estudante A: 40 50 60 70 80
Estudante B: 20 40 60 80 100

Ambos os estudantes foram aprovados na disciplina, pois suas
meédias foram iguais a 60:
XA = 40+50+60+70+80 = 300 =60
5 5
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xB = 20+40+60+80+100 = 300 =60
5 5

Entretanto, a variagdo das notas em torno das respectivas médias
difere do aluno A para o aluno B; este ultimo apresentando maior disperséao
do que aquele. E possivel perceber ainda que a diferenca entre pares
sucessivos de notas do aluno B é igual a duas vezes a do aluno A, que
a amplitude total das notas de B € igual ao dobro da de A. Assim sendo,
podemos afirmar que o aluno B apresentou resultados com uma variagao
média igual ao dobro da do aluno A. O desvio padrdo das notas permite
comprovar o que foi dito:

'
<, = |El=i=F)* _
W = R =
T4 m=1
[, N . - - =
[{40—60) "+ (50—60)*+ (60-60)%+ (70-60) *+ (B0—60)"
A 5-1
f
200 +100 +0+100 +400 _ — e
[ v 250 = 510D
4 i
Sa=510
I - P - - . - . 5
_ [{20= [t | = } =& = ol N = 154 - jE
q 20=60)=& (40=60)° Bl= 60" B =601~ 1000= 50 )
s — 1
B A E—1

|!1-E|EIE-+4DIJ +04+400+1600 _

W 4
= /1000 = 1010

SE = ID\.’E
Ou seja,
S,=2S

B A

Deste modo, o desvio padrao é realmente uma média satisfatoria
de dispersdao, embora nao se possa afirmar muita coisa quanto a sua
magnitude.



SAIBA MAIS

Variancia* é
definida como
sendo o quociente
entre a soma dos
quadrados dos
desvios e o niumero
de elementos.

Variancia

Simbolo: S?

Conforme se pode perceber pelo simbolo, a varidncia* é o quadrado
do desvio padrao, ou se preferir, o desvio padrao é a raiz quadrada da
variancia. Dessa forma, pode-se dizer que a férmula da variancia é igual
a expressao do desvio padrédo, sem o sinal do radical. Adiantamos que
as definicbes que se seguem aparecem com a corregao de Bessel, isto

é, com o divisor n -1.

Variancia de dados brutos

Férmula original

n-1

Férmula desenvolvida

i
n (X xi)?

G2 = %1 Y xi?_ =1
n L= 1 n

Ou

n

E x.E_Lxl):

: n

=1

2=
n-1

Exemplo:

(31)

(32)

(33)

Calcular a variancia dos seguintes conjuntos de niumeros:
A={10,12, 13, 20, 25, 34, 45}
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B={17, 18, 19, 20, 21, 22, 23}

Anteriormente, ja foi calculado o desvio padrao de cada conjunto.
Os dados para a determinacdo de variancia foram extraidos desse

exemplo.

Sabemos que

XA = 22,714

xB =20

Entéao,

S,A=_2(xi-22,714)* = 167.905
(7-1)

s,B=_2(x-20)* =4667
7-1

Variancia de dados tabulados

Férmula original

S, = i=1 (34)

Férmula desenvolvida

k
) k ( Z_xi-fi)‘
S2 = p— inz.fi—% (35)

i=1

Exemplo:

Calcular a variancia da altura dos 40 alunos com os dados da

tabela 5.5.



Usando a formula (34) temos:

K 6
S (x - X).f S(x — 161)2f
S,=_ i=1 = =1 =
n-1 40 -1

= 1240 =31,79487 = 31,795
39

S,=31,795(cm)?

Conforme pode ser observado, a varidncia expressa a unidade de
medida sempre ao quadrado, ao contrario do desvio padrao.

Medidas de dispersao relativa

Para determinadas classes de problemas, as medidas de
variabilidade ou dispersao relativa, em uma distribuicdo de frequéncias,
proporcionam uma avaliagdo mais apropriada do grau de dispersao da
variavel do que as de dispersao absoluta. A dispersao relativa permite
ainda comparar duas ou mais distribuicdes, mesmo que essas se refiram
a diferentes fendmenos e sejam expressas em unidades de medidas
distintas. As medidas de dispersao resultam, em geral, de comparagao
entre uma medida de dispersdo absoluta e um promédio, sendo seu
resultado expresso em termos percentuais.

Desvio quartil reduzido
Simbolo: Dq,

O desvio quartil ¢ uma medida de dispersao relativa a resultante do
quociente entre o desvio quartil reduzido e a mediana. Simbolicamente,

Q@3-01
_Da _ _e3-o1
qu B Md 2Md (36)
Md
@)
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Dg=_Q3-Q1 x100 (37)
2Md

Coeficiente de variagcao

O coeficiente de variacao ou coeficiente de variagao relativa é uma
porcentagem cujo calculo resulta da comparagéo entre o desvio padrao
ou o desvio médio e a média ou a mediana. Definiremos os seguintes
coeficientes de variacao:
Coeficiente de Variagao de Pearson

Simbolo: CVp

O coeficiente de variagdo de Pearson é igual ao quociente entre o
desvio padrédo e a média aritmética.

S
CVp=
x
Ou
S
CVp= x 100
T (38)
Exemplo:

Suponhamos que uma empresa fabricante de pneumaticos
desenvolveu um novo produto, com um cordel que proporciona maior
resisténcia as flexbes repetidas e maior resisténcia a tracdo do que
o original. Tendo submetido esse componente a prova, chegou-se a
conclusao de que a resisténcia as flexdes repetidas, testada em um
aparelho de dobrar cordéis, foi em média de 139 minutos com desvio
padrédo de 15 minutos contra a média de 88 minutos e desvio padrao
de 14 minutos do cordel comum. Comparando os valores dos desvios
padrbes, parece nao haver diferenca significativa quanto a dispersao
do tempo de resisténcia a flexdo. Entretanto, deve-se ter presente que
o desvio padrao para o novo cordel refere-se a uma maior resisténcia

Medidas de Dispersao _



média as flexdes repetidas; e € neste aspecto que se baseia o conceito
de dispersao relativa refletido pelo resultado do indice CVp. Calculemos,
entdo, o CVp para os dois casos.

Para o novo cordel:

Cvp=_15 =0,108 Ou 10,8%
139

Para o cordel antigo:

CVp=_14 =0,159
88 Ou 15,9%

Comparando-se os resultados vé-se que a variacado relativa é
muito menor para o novo cordel do que para o antigo.

Coeficiente de Variagao de Thorndike
Simbolo: CV.

O coeficiente de Thorndike é igual ao quociente entre o desvio
padrao e a mediana.

cV,=_S
Md
Ou
CV,=_S x100
Md
(39)
Exemplo:

Calcular o coeficiente de Thonrndike com os dados do exemplo
relativo a altura dos 40 alunos do Curso de Sistema de Informacgéo da
UAPI.

Os dados para resolver o problema ja sao conhecidos:
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S =564

Md = 160,5

CV,= 5,64 =0,03514= 0,035 ou 3,5%
160,5

O coeficiente de Pearson para o mesmo problema é
Cv,=564 = 0,03503= 0,035 ou 3,5%
161

Exercicios Propostos 01

1. A tabela abaixo representa os salarios pagos a 100 operarios
da empresa GLT & Cia.

N® de Salarios Mininos (x) | N° de Operarios (f) @
0«2 40
24 30
46 10
6—8 15
8 <10 5
n =100

Fonte: Toledo (1985)

Determinar:

a) Desvio quartil.
b) Desvio médio.
c) Desvio padrao.

2. Dados os conjuntos A = {1000, 1001. 1002, 1003, 1004, 1005}

e B ={0,1, 2, 3, 4, 5}, podemos afirmar que:
Medidas de Dispersao



a) O desvio padrao A é igual a 1000 vezes o desvio padrao de B.

b) O desvio padrao de A é igual ao desvio padrao de B.

c) O desvio padrao de A é igual ao desvio padrao de B multiplicado
pelo quadrado de 1000.

d) O desvio padrao de A é igual ao desvio padrao de B dividido
por 1000.

A tabela abaixo representa a vida util de postes telefénicos de
madeira:

Anos N° de postes
substituidos

0.525 1"
2,545 47
4,56,5 a7
6,5+-8,5 134

8,5<10,5 200

10,5125 198

12,5145 164

14,5<-16,5 102

16,518,5 48
18,5-20,5 5]
20,5225 3

1000

Fonte: Toledo (1985)

Pede-se:

a) O desvio padréo.

b) A variancia;

c¢) O coeficiente de variagcédo de Pearson.



Resumindo g

Nesta unidade, veremos a analise completa dos dados, que
requer ndo apenas sua apresentagao, através de graficos e tabelas ou
o calculo de promédios ou outras medidas de posicao, pois caracterizar
um conjunto de valores apenas através de uma média, por exemplo, é
descrevé-lo inadequadamente, uma vez que os dados diferem entre si,
em maior ou menor grau.
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Fundamentos de Analise

Combinatoria, Principais

Conceitos Probalisticos e seus
Principais Teoremas e Variaveis

Objetivos:

Resolver problemas de contagem, utilizando os principios aditivo e multiplicativo
ou nog¢des de permutacdes, arranjes simples e combinacdes simples;
Identificar os principais conceitos probabilisticos;

Calcular a probabilidade de um evento, aplicando o resultado.




102

UNIDADE 01



Fundamentos de analise combinatoéria
Principio multiplicativo

Vamos aprender agora a determinar o numero de possibilidades
de ocorréncia de um evento, sem a necessidade de descrever todas as
possibilidades.

Exemplo 1:

André tem duas bermudas (preta e cinza) e quatro camisetas
(branca, verde, amarela e roxa). De quantas maneiras diferentes ele
podera se vestir usando uma bermuda e uma camiseta?

Solucao:

Ha duas possibilidades de escolher uma bermuda. Para cada uma
delas, quatro possibilidades de escolher uma camiseta. Logo, o numero
total de maneiras diferentes de André se vestir é 2. 4 = 8.

Se um acontecimento ocorrer por varias etapas sucessivas e
independentes, de tal modo que:

P, é o numero de possibilidades da 1° etapa
P, € o nimero de possibilidades da 2° etapa

P, € o numero de possibilidades da k-ésima etapa,

®
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Entdo p, . p, . . . p, € 0 numero total de possibilidades de o
acontecimento ocorrer.

Exemplo 2:

Os numeros dos telefones de uma cidade tém 8 algarismos.
Determinar a quantidade maxima de telefones a serem instalados,
sabendo que os numeros nao devem comecgar com zero.

Solucgao:

Como o numero do telefone tem 8 algarismos, ele apresenta a
seguinte forma:
P,.p,.P;-P,-Ps.Pg-P,.Pg=9.10.10.10.10.10.10.10=
=9.107 = 90.000.000

Fatorial

Sendo n um numero inteiro maior que 1, define-se fatorial de n
como o produto dos n numeros naturais consecutivos de n a 1. Indica-se
n!.

n'=nn-1).(n-2)..3.2.1,sendoneNen>1.

8!=8.7.6.5.4.3.2.1=40320

Arranjos Simples

Denomina-se arranjo simples dos n elementos tomados p a p, com
(p £ n) sado os agrupamentos ordenados diferentes que se podem formar
com p dos n elementos dados.
An,p=_nl_ (40)
(n-p)!

Exemplo:

Calcule 0 A10,4 .
A,,= 10! =10! = 10.9.8.7! =5040
(10-4)! 6! 7!
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Exemplo 2:

Quantos numeros de dois algarismos diferentes podemos escrever
com os algarismos 1, 2, 3,4,5,6,7,8¢e 9?7

Solucao:

Procuramos agrupamentos de 2 elementos em que a ordem é
importante, pois, por exemplo, 12 # 21. Temos 9 elementos para serem
arranjados 2 a 2. Assim, temos:

Ay, = 9 = 91=98.7 =72
(9-2)! 7! 7!

Portanto, existem 72 numeros de 2 algarismos distintos que
podem ser escritos com os algarismos de 1 a 9.

Exemplo 3:

Quantos numeros pares de quatro algarismos obtemos com os
algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sem repeti-los?

Solucgao:

Sao sete algarismos disponiveis para formar nimeros de quatro
algarismos, com a condi¢cdo que sejam numeros pares; portanto devem
terminarem 0, 2, 4 ou 6.

__ 0-A;,
2> As’3
I Ae,s
I AG'3

4. A

6,3

Quando os numeros terminam em 2, 4 ou 6, eles nao podem
comecar por zero.

®
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0 25A52

0 45A52

0 6-A52
3.A

5,2

Portanto, o total de numeros é: 4 .AGY3 -3 .Asv2 =

=4.6.54-3.5.4=
=480 — 60 =420
Obtemos 420 numeros

Permutacao simples

Setivermosnelementosdistintos, entdoonumero de agrupamentos
ordenados que possam obter com todos esses elementos, chamamos de
permutacdes simples, e indicamos por:

P=n.(n-1).(n-2)....3.2.1 (41)

Exemplo 1:

Quantos numeros de 5 algarismos distintos podem ser formados,
usando os algarismos 1, 3, 5,7 e 8?

Solucgao:

Queremos formar numeros (agrupamentos de 5 algarismos com
os 5 algarismos dados(1,3,5, 7, 8).
- F)5 = A5,5
P5=5.4.3.2.1=120
Podem ser formados 120 nimeros.

Exemplo 2:
Quantos anagramas ha na palavra MITO?
Solucgao:

Um anagrama é qualquer ordenacao (sequéncia) das letras de uma
palavra. Como a palavra MITO tem 4 letras, vamos formar anagramas de
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4 letras com M, I, T e O. Assim, temos:

—P,=4l=
=4.32.1=24

A palavra MITO tem 24 anagramas.
Combinagoes simples
Combinagbes simples de n elementos tomados p a p(p<n) séo os

subconjuntos com exatamente p elementos que se podem formar com os
n elementos dados. Indicamos por:

SAIBA MAIS
" Para Classificar
= £ B N n..
C”'p_(p) " pin-p)! (42) um agrupamento
como arranjo
Exemplo 1: ou combinagéo,

procedemos da
seguinte forma:

Quantas comissdes de 3 participantes podem ser formadas com 1°) Forma-se
5 pessoas? 0 agrupamento
sugerido pelo
Solucdo: problema; @
2°) Em seguida,
muda-se a ordem de
No exemplo, as comissdes devem ter 3 participantes, isto &, seus elementos.
n&o usaremos todas as pessoas. Vamos chamarde A, B, C,De E as 5 3°) Se, com essa
pessoas que podem ser indicadas para a comiss&o. Dessas escolhemos mudanca de
3 ordem, obtivermos
' um agrupamento
ABC diferente do
Invertendo-se a ordem, temos BAC inicial, esses
Como A, B e C sdo a mesma comisséo de B, A, C, o problema é agrupamentos serao

de arranjos,porém se
0 agrupamento for
Css = o! =5 =543 =10 igual ao inicial, esses
31(5-3)! 3121 31.21 agrupamentos seréo
combinagdes.

de combinac&o. Logo:

Podemos formar 10 comissoes.
Exemplo 2:
Em uma classe tem 10 alunos e 5 alunas. Formam-se comissdes

de 4 alunos e duas alunas. Determine o nimero de comissdes em que
participa o aluno x e n&o participa a alunay.
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SAIBA MAIS

Experimentos
aleatodrios
sao aqueles
que, mesmos
experimentos
repetidos
varias vezes,
sob condicdes
semelhantes,
apresentam
resultados
imprevisiveis.

SAIBA MAIS

Ao conjunto

desses resultados
possiveis* damos

0 home de

espaco amostral

ou conjunto
universo,

representado por

S.

Solucgao:

A comisséo deve ter 6 pessoas.
e
e 2 alunas

4 alunos

Devemos escolher:
— 3 alunos entre os 9 restantes: C,,
— 2 alunas entre as 4 restantes: C,,

A escolha dos alunos pode ser efetuada de C,, maneiras e
a escolha das alunas de C,, . Entao, pelo principio fundamental da
contagem, o numero total de comissdes é dado por:

Cys-C,, = 9l 4! =504

316! 212!
Serdo 504 comissdes.
Probabilidade
Experimento aleatério

Em quase tudo, em maior ou menor grau, vislumbramos o acaso.
Assim, da afirmacao, “é provavel que meu time ganhe a partido de hoje”,
pode resultar:

_Que, apesar do favoritismo, ele perca:

_Que, como pensamos, ele ganhe;

_Que empate.

Como vimos, o resultado final depende do acaso. Fendémenos
como esses sao chamados fendmenos aleatérios ou experimentos
aleatérios.

Espaco amostral
A cada experimento correspondem, em geral, varios resultados
possiveis. Assim, ao langcarmos uma moeda, ha dois resultados possiveis:

ocorrer cara(k) ou ocorrer coroa(c). Ja ao langarmos um dado ha seis
resultados possiveis®: 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.
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Os dois experimentos citados anteriormente tém os seguintes
espacos amostrais:

- Lancamento de uma moeda: S = {k, c}

- Langcamento de um dado: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Do mesmo modo, como em dois langamentos sucessivos de uma
moeda, podemos obter cara nos dois langamentos, ou cara no primeiro e
coroa no segundo; ou coroa no primeiro e cara no segundo; ou coroa nos
dois lancamentos, o espago amostral é:

S = {(kk), (kc), (ck), (cc)}.

Eventos

Sendo as operagbes com conjuntos, podem-se formar novos
eventos.

Assim:

) AUB — é o evento que ocorre se A ocorre ou B ocorre ou ambos
ocorrem;

I1) AnB — é o evento que ocorre se A e B ocorrem,;

lI1) A — é o evento que ocorre se A ndo ocorre.

Exemplos:

1) Seja o experimento E: jogar trés moedas e observar os
resultados:

S = {(kkk), (kkc), (kck), (ckk), (ccc), (cck), (kce), (cke)}

Seja A o evento: ocorrer pelo menos 2 caras.

Entao, a = {(kkk), (kkc), (kck), (ckk)}

2) Seja o experimento E: Lancar um dado e observar o numero de
cima.

Entdo S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Seja B o0 evento: ocorrer multiplo de 2.

Entado, B = {2, 4, 6}

Sendo S espago amostral finito, com n elementos podem verificar
gue 2n fornecem o numero total de eventos extraidos de S.

®

SAIBA MAIS

Evento é um
subconjunto de
S. Em particular,
S e ®(conjunto
vazio) sao
eventos, S é dito
0 evento certo

e ® o evento
impossivel.

SAIBA MAIS

Dois eventos

A e B sao
denominados
mutuamente
exclusivos,

se eles nao
puderem ocorrer
simultaneamente,
isto é, AnB =&
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Eventos Mutuamente Exclusivos
Exemplo:

Seja E: jogar um dado e observar o resultado.
S={1,2,3,4,5, 6}
Sejam os eventos: A = ocorrer n° par, e
B = ocorrer n° impar.
Entdao: A={2,4,6}e B={1, 3, 5}, entdo
AnB = ®.

A e B sdo mutuamente exclusivos, pois a ocorréncia de um n° par
e impar nao pode ser verificada como decorréncia da mesma experiéncia.

Definicao de probabilidade

Chamamos de probabilidade de um evento A (AC S) o numero real
P(A), tal que:
P(A) = n(A)
n(S) (43)

Onde: n(A) é o numero de elementos de A;
n(S) é o numero de elementos de S.

Satisfazendo os seguintes axiomas:
NO0O=<PA)=<1
I P(S)=1
I11) Se A e B forem eventos mutuamente exclusivos,
(AnB= @), entdo P(AuB) = P(A) + P(B).
Principais teoremas
1 Se ® é um conjunto vazio, entdo P(®) =0
Demonstracéo:
Seja A um evento qualquer.

A e @ sao disjuntos, poisAN® = ®
P(Au®) = P(A) + P(®) por IlI.
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P(A) = P(A) + P(®) poisAUud =A
Portanto P(®) = 0.

2 Se A é o complemento do evento A, entdo
P(A)=1-P(A). (44)
Demonstracéo:

Pode-se escrever S = A UA . (veja diagrama).

S

A

Ora, A nA = ® (sdo mutuamente exclusivos)
P(AUA ) =P(A) + P(A)
P(S) = P(A) + P(A)
1=P(A) + P(A) por Il
Logo: P(A) =1 - P(A)

3 Se Ac B, entéo P(A) < P(B)

Demonstracéo:
Pode-se escrever B=A U (AN B)

Ora, A e (AN B) sdo mutuamente exclusivos.

Logo, P(B) = P(A) + P(A N B)
P(ANB)=P(B)-P(A)
P(B) — P(A) =2 0 por |
Portanto, P(A) < P(B).

®

Fundamentos de Andlise Combinatdria, Principais Conceitos Probabilisticos e seus Principais Teoremas e Variaveis _



112

4 Teorema da soma: Se A e B sao dois eventos quaisquer, entéo:
P(Au B)=P(A) + P(B)-P(ANB) (45)
Demonstracéo:

a) A e B sdo mutuamente exclusivos P(ANB) = 0 recai no axioma
[I.

b) Para o caso em que ANB # ®.

Os eventos A e (ANB) sdo mutuamente exclusivos. Logo, pelo
axioma llI:

P[AU(ANB)] = P(AuB) = P(A) + P(ANB). Mas, B é a unido dos
eventos mutuamente exclusivos (BOK) e (BNA); logo P(B) = P(ANB) +
P(ANB).

Substituindo o valor de P(ANB) = P(B) — P(KﬂB) na expressao
anterior resulta:

P(AuB) = P(A) + P(B) — P(KDB) (46)

Probabilidades Finitas dos Espacos Amostrais Finitos

Seja S um espago amostral finito S ={a,, a,, ..., a }. Considere-se
o evento formado por um resultado simples

A={a}.

A cada evento simples {a} associa-se um numero pi denominado
probabilidade de {ai} satisfazendo as seguintes condigdes:

a)yp,20i=1,2,..., n
b)p,+p,+...+p =1
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A probabilidade P(A) de cada evento composto (mais de um
elemento) é entdo definida pela soma das probabilidades dos pontos de
A.

Exemplo:

Trés cavalos, A< B e C, estdo em uma corrida; A tem duas
vezes mais probabilidade de ganhar que B que tem duas vezes mais
probabilidade de ganhar que C. Quais séo as probabilidades de vitéria de
cada um, isto €, P(A), P(B) e P(C)?

Resolucgao:

Faca P(C) = p; como B tem duas vezes mais probabilidade de
ganharque C, logo P(B) = 2p e assim
P(A) = 2P(B)= 2. 2p = 4p. Como a soma das probabilidades é 1,
entao:
pt+2p+4p=10u7p=1oup=1/7;logotemos:
P(A)=4p=4/7 ;P(B)=2p=2/7 eP(C)=p= 1/7.
Qual seria a probabilidade de B ou C ganhar?
P(A uB) = P(A) + P(B), o axioma lll com ANB = ®.
Logo, P(BUC) =P(B) + P(C)=2/7 + 1/7 = 3/7 .

Espacos Amostrais Finitos Equiprovaveis

Quando a mesma probabilidade se associa a cada ponto amostral,
o espaco amostral chama-se equiprovavel ou uniforme. Em particular, se
S contém n pontos, entao, a probabilidade de cada ponto sera 1/n.

Por outro lado, se um evento A contém r pontos, entao:
P(A)=r.( 1/n)=r/n.
Este método de avaliar P(A) é frequentemente enunciado da
seguinte maneira:

P(A)=__ n°de vezes em que o evento A pode ocorrer
n° de vezes em que o espago amostral S ocorre (47)

P(A) = n° de casos favoraveis
n° total de casos (48)
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Como se observa, o calculo de probabilidades de um evento
reduz-se a um problema de contagem (visto anteriormente).

Combinacéo de r elementos tomados (combinados) p a p (p<r),
calcula-se por:

Co= (=5 (49

p!(r-

Onde: h=r(r-1)(r-2)...1

pl=p(P-1)(p-2)...1
Admite-se que o! = 1

Exemplo 1:

Quantas comissdes de trés pessoas podem-se formar com um
grupo de 10 pessoas?
Cios ™ 10 = 10! = 10! =10.9.8.7! =120
3  3/(10-3)! 317! 3.2.1.7!

1

Exemplo 2:

Em um lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas; 2 pecas sao retiradas
aleatoriamente. Calcule:

a) A probabilidade de ambas serem defeituosas;

b) A probabilidade de ambas nao serem defeituosas;

¢) A probabilidade de ao menos uma peca ser defeituosa.

Solucgao:
A = {ambas sao defeituosas}

4! 4.3.2!
A pode ocorrer (4) = = = 6 vezes
2 2!/(4-2)! 212!
S pode ocorrer (12) = 12l = AN — 66 vezes
2 2:(12-2)! 2.1.10!

Logo, P(A)= N.C.F.= 6 = 1
N.T.C. 66 11

B = {ambas n&o defeituosas}

UNIDADE 04



8 8.7.6!
B pode ocorrer (§) = TR E'.al!i-l = 28 vezes

S pode ocorrer (122) = 66 vezes

Logo, P(B) =28 =14_
66 33

C = {ao menos uma é defeituosa}

C = é o complemento de B,C =B

Logo, p(C)=1-PB)=1-14 = 33-14 = 19
33 33 33

Probabilidade condicional

Dados dois eventos, A e B, denota-se P(A/B) a probabilidade
condicionada do evento A, quando B tiver ocorrido, por:

P(A) = P(ANB) (50)
P(B)

Com P(B) # 0, pois B ja ocorreu.

Pode-se constatar que P(A/B), assim definida, satisfaz os axiomas
da probabilidade ja mencionados.
Para aplicagdes, convém usar uma formula mais pratica para o
calculo da probabilidade condicional, assim:
P(A/B) = P(ANB) = n(ANB)
P(B) n(B)

P(A/B) = n(ANB) (51)
n(B)

Exemplo:
Dois dados sao langados. Consideremos os eventos:

A={(x,x,)/ x, +x,=10} e B ={(x,,x,/ X, > X,}
Onde x,€D, e x,€ D,. Calcular P(A), P(B); P(A/B) e P(B/A).
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Solucgao:

S ={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2),..., (6,6)}
Evento A = {(4,6), (5,5), (6,4)}
Logo, P(A)= n(A) = 3 = 1.

ns) 36 12

Evento B= {(2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1), (5,2) (5,3),

(
(5.4), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)}
Logo, P(B)= n(B) = 15 = 5
n(S) 36 12

(ANB) = {(5,5)}. Logo P(A/B) = N(ANB) = 1
n(B) 15

P(B/A) = n(BNA) = 1
n(A) 3

Teorema do produto
A probabilidade da ocorréncia simultdnea de dois eventos, Ae B,

do mesmo espago amostral, é igual ao produto da probabilidade de um
deles pela probabilidade condicional do outro, dado o primeiro.

Assim:

P(A/B) = (P(ANB))/(P(B)) = P(ANB)=P(B).P(A/B) (52)

P(B/A) = (P(BNA))/(P(A)) = P(BNA)=P(A).P(B/A) (53)

Exemplo:

Em um lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas, 2 pecas sao retiradas
uma apods a outra sem reposi¢cao. Qual a probabilidade de que ambas
sejam boas?

Solucgao:

A = {a primeira peca ¢ boa}
B = {a segunda pecga ¢ boa}
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P(ANB) = P(A). P(B/A)= 8 . 7 = 56 = 14
12 11 132 33

Independéncia estatistica

Um evento A é considerado independente de outro evento B se a
probabilidade de A € igual a probabilidade condicional de A dada B, isto
é, se:

P(A) = P(A/B) (54)

E evidente que, se A é independente de B, B é independente de
A; assim:

P(B) = P(B/A) (55)

Considerando o teorema do produto, pode-se afirmar que: se Ae
B sao independentes, entao:

P(ANB) = P(A). P(B) (56)
Teorema de Bayes

Seja A,, A,,... , Na, n eventos mutuamente exclusivos tais que
A UA,U..An = S. Sejam P(Ai) as probabilidades conhecidas dos varios
eventos, e b um evento qualquer de S tal que sdo conhecidas todas as
probabilidades condicionais P(B/A).

Entdo, para cada i, tem-se:

P(A). P(B/A)
P(A,)P(B/A,)+P(A,)P(B/A,)+...+P(Na)P(B/A )

P(A/B) = 57

Oresultado acima é muito importante, pois relaciona probabilidades
a priori P(A) com probabilidades a posteriori P(A/B), probabilidade de Ai
depois que ocorrer B.

Exemplo:
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Admita a seguinte configuracao:
Escolheu-se uma urna ao acaso, e dela extraiu-se uma bola ao

Urnas U, | U, | U
Cores

Pretas 3 |4 2
Brancas 1 3 3
Vermelhas | 5 | 2 3

acaso, verificando-se que a bola é branca. Qual a probabilidade de a bola
ter vindo da urna 2?7 E da urna 37?

Solucgao:
PU)=1 ;PU)=1 eP(U)=_1
3 3 3
P(br/U,) = _1;P(br/U,) = 3 = 1 e P(br/U,) = 3
9 9 3 8

Apicando o Teorema de Bayes, temos:

P(U,/br) = P(U.) P(br/U,)
P(U,)P(br/U,)+P(U,)P(br/U,)+P(U,)P(br/U,)

Ou seja, probabilidade a priori de U, era 1/3. Dada a informagéao

11
B 33 _24
11,11, 13 359
3'9 33 378
que saiu uma bola branca, a probabilidade a posteriori de U2 sera 24/59.
P(U,/br) = P(U,). P(br/U,)

P(U,)P(br/U,)+P(U,)P(br/U,)+P(U,)P(br/U,)
Como P(U,/br)+P(U,/br)+P(U,/br) = 1

_ 27
59

I
Lo = |Laa|—

8
I
3

1 3
38

Faih |
o —
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Tem-se que: P(U,/br)=1 —(24/59 + 27/59 ) = 8/59.
Variaveis aleatorias
Definicao*

Exemplo:
Seja E: langamento de duas moedas;
X: n° de caras obtidas nas duas moedas;
S ={k,k), (k,c), (c,k), (c,c)}
X =0 — corresponde ao evento (¢, ¢) com probabilidade 1/4;
X =1 — corresponde ao evento (k, ¢), (c, k) com probabilidade 2/4
X =2 — corresponde ao evento (k, k) com probabilidade 1/4

Observagdes importantes:

Observe que é uma fungao cujo dominio é S e contradominio é R;

Nas aplicagdes, € conveniente trabalhar com numeros e ndo com
eventos; dai o uso da variavel aleatoria;

Se S é numérico, entao X(s) = s;

Uma variavel aleatéria X sera discreta se o numero de valores
possiveis de X (contradominio) for finito ou infinito enumeravel. Caso seu
contradominio seja um intervalo ou uma colecao de intervalos, ela sera
uma variavel continua.

Funcao de probabilidades

Ao conjunto {(x, p(x)), i =1, ..., n} damos o nome de distribuigao
de probabilidades da variavel aleatéria X como no quadro resumo abaixo:

Tabela 4.1
X 0 1 2
P(x) 1/4 1/2 1/4

Fonte: Fonseca, 2006.
E importante verificar que para haver uma distribuicao de

probabilidades de uma variavel aleatoria X € necessario que:

SAIBA MAIS

Variavel aleatoria é a
funcao que associa
a todo evento,
pertencente a uma
particdo do espago
amostral, um unico
numero real.
Indicaremos por:
XiXy Xy ee s X,

SAIBA MAIS
Funcgao de
probabilidades
E a funcdo que
associa a cada
valor assumido pela
variavel aleatoria,
a probabilidade
do evento
correspondente,
isto &,

P(X=x) = P(A),
i=1,2,...,n.
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n i
Exemplos:
X — V. A. pontos de um dado
Y =X+ X — V. A. soma dos pontos de dois langamentos
Z = Max {(x,, x,)} pontos de dois dados.
Determinar a distribuicdo de probabilidade de X, Y e Z.

Solucgao:

- A distribuicao de probabilidade de X dada por uma tabela sera:

X 1 2 3 4 5 6

P(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Fonte: Fonseca, 2006.

- Para se obter a distribuicdo de probabilidade de Y convém
construir o espaco amostral para Y:
S ={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1),..., (6,6)} — n(S) =
36
Paray =2, temos P{(1,1)} = 1
36

Paray = 3, temos P{(1,2), (2,1)} = _2_
36

Paray = 8, temos P{(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)} =5/36

Paray =9, temos P(y=9) = 4/36 e assim por diante até chegar em

Para y = 12, teremos P(y=12) = 2/36, logo a distribuicdo de
probabilidade de y sera:
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y

2

3

10

11

12

P(y)

1/36

2/36

3/36

4/36

5/36

6/36

5/36

4/36

3/36

2/36

1/36

Fonte: Fonseca, 2006.

obtida da seguinte maneira:
Para z=1, temos P{(1,1)} = 1/36

Para z=2, temos P{(1,2), (2

1), (2,2)} = 3/36

Para z=3, temos P{(1,3), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)} = 5/36

Para z=4, temos P{(1,4), (2,4), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4)} =

7/36
Para z=5, temos P{z=5} = 9/36
Para z=6, temos P{z=6} = 11/36
Logo, a tabela de z sera:
z 1 2 3 4 5 6
P | 1 AN
36 36 36 36 36 36

Fonte: Fonseca, 2006.

1. Usando-se 5 dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, sem repeti-los, quantos

numeros pares podemos formar?

2. Resolva a equagéao (n —4)! = 120.

3. Quantos numeros de trés algarismos, sem repeticdo, podemos formar
com os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, e 9, incluindo sempre o algarismo

4?

Exercicios Propostos 01

- Enquanto a distribuicdo de Z podera ser expressa pela tabela
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4. Quantos numeros de 4 algarismos distintos podemos formar com os
algarismos 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8 e 9?

5. Quantos anagramas da palavra EDITORA:
a) Comegam com A?
b) Comegam com A e terminam com E?

6. Em relacéo a palavra ESCOLA:

a) Quantos anagramas podem ser formados?

b) Quantos anagramas ndo possuem duas consoantes ou duas vogais
juntas?

c) Quantos anagramas possuem as 3 vogais sempre juntas?

7. Com 10 espécies de frutas, quantos tipos de saladas, contendo 6
espécies diferentes, podem ser feitas?

8. Em uma sala temos 5 rapazes e 6 mogas. Quantos grupos de 2 rapazes
e 3 mocgas podemos formar?

9. Se P(A) = %; P(B) = e A e B mutuamente exclusivos, calcular:
a) P(A) b) P(B) c) P(AuB) d) P(ANB)

10. Um numero é escolhido aleatoriamente dentre os numeros 1, 2, 3, ...,
50. Qual a probabilidade de:

a) O namero ser divisivel por 5.

b) Terminar em 3.

c) Ser primo.

d) Ser divisivel por 6 ou 8.

11. Um lote é formado por 10 pecas boas, 4 com defeitos e 2 com defeitos
graves. Uma peca é escolhida ao acaso. Calcule a probabilidade de que:
a) Ela nao tenha defeitos graves.

b) Ela ndo tenha defeitos.

c) Ela ndo tenha defeitos ou tenha defeitos graves.

12. Uma urna contém 5 bolas brancas e 6 pretas. Trés bolas sao retiradas.
Calcular a probabilidade de:

a) Todas pretas.

b) Exatamente uma branca.
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c) Ao menos uma preta.

13. Dado P(A) =2 ; P(B) = /5; P(ANB) = 4 calcular:
a) P(AuB)

b) P(A/B)

c) P(B/A)

d) P[(AnB)/B]

14. Consideremos 250 alunos que cursam o primeiro periodo do Curso
de Sistema de Informacdes da UAPI. Destes alunos, 100 sdo homens
(H) e 150 mulheres (M), 110 cursam Fisica (F) e 140 fazem o curso de

Disciplina | F Q Total
Sexo
H 40 60 100
M 70 80 150
Total 110 | 140 | 250

Quimica (Q). A distribuicdo dos alunos é a seguinte:
Um aluno é sorteado ao acaso. Qual a probabilidade de que esteja
cursando Quimica, dado que é mulher?

15. A e B jogam 120 partidas de xadrez, das quais A ganha 60, B ganha
40 e 20 terminam empatadas. A e B concordam em jogar 3 partidas.
Determinar a probabilidade de:

a) A ganhar todas as trés;

b) A e B ganharem alternadamente.

16. Lancam-se trés moedas. Seja X: n° de ocorréncias da face cara.
Determinar Distribuicao de probabilidade de X.

17. Uma urna tem 4 bolas brancas e 3 pretas. Retiram-se 3 bolas sem

reposicao. Seja X: n® de bolas brancas. Determinar a distribuicao de
Probabilidade de X.

®
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_A.. ﬁ Resumindo

As primeiras atividades matematicas da humanidade estavam ligadas a
contagem de objetos de um conjunto, enumerando seus elementos. A
analise combinatéria € a area de Matematica que trata dos problemas
de contagem. Vamos estudar algumas técnicas para a descricédo e a
contagem de todos os casos possiveis de um acontecimento. Todas
as vezes que se estudam fendmenos de observagao, cumpre-se
distinguir o proprio fenbmeno e o modelo matematico (deterministico
ou probabilistico) que melhor o explique. Os fenémenos estudados
pela Estatistica sdo fendmenos cujo resultado, mesmo em condi¢des
normais de experimentagdo, varia de uma observacao para outra,
dificultando, dessa maneira, a previsdo de um resultado futuro. Para a
explicagdo desses fendmenos — fendmenos aleatérios — adota-se um
modelo matematico probabilistico. Nesta unidade abordaremos sobre
variavel aleatéria discreta, fungdo de probabilidade e distribuicdo de
probabilidades.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

12 Lista de Exercicios UNIDADE |

1.C

2.B

3.C

4.C

5 A

6.C

7.B

8.A

9.10.

X 10 11 12 13 14 15 16 17
f 1 3 4 5 7 2 1 1
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a) 30
b) 5
c)3;6;6;13;9; 3
d) 150,5; 155,5; 160,5; 165,5; 170,5; 175,5.
11.
a) Fi] : 40; 70; 80; 95; 100.
b) 40
c) 80
d) 0,15 ou 15%
Fit : 100; 60; 30; 20; 5
e) 0,70 ou 70%
12.
a)i=5 eAt=19
b)

Mm(chuvas) | f,

140— 144 7

144—148 3

148—152 4

162—156 1

166—160 5

Total 20

c) Fil :7;10; 14; 15; 20 Fi1: 20; 13; 10; 6;5
d) falta

e) falta

13.

a) 24

b) 90

c) 3,00

d) 2,95

e) 0,05

f) 0,5

g) 2,875

h)i=10 )26 j)3,33%



2?2 Lista de Exercicios UNIDADE II

1.

a) 3,30

b) 1,60

C) 2,67

2.Q,=0,625 eQ,=4,5

3.

a) 1,705m

b) 1,725m

c) 1,725m

d) 1,713m

4.

a) 16,475

b) 16, 494

c) 16,650

d) 17,00
)

D

f) 25%

()]

a) 75000
b) 75000
c) 67500
d) 82500
e) 75000
f) 82500

32 Lista de Exercicios UNIDADE lll

1.
a) 1,88

b) 2,02

c) 2,48

2. b

3

a) 3,767

b) 14,190289



c¢) 0,353 ou 35,3%
42 Lista de Exercicios UNIDADE IV

1. 1080
2.n=9
3. 168
4. 4536
5.

a) 720
b) 120
6.

a) 720
b) 72
c) 144
7.210
8. 200
9.

a) 1/2
b) 3/4
c) 3/4
d) 0
10.

a) 1/5
b) 1/10
c) 3/10
d) 0,24
1.
a)7/8
b) 5/8
c) 3/4
12.

a) 4/33
b) 5/11
c) 31/33
13.
a)7/12
b) 3/4
c) 1/2



d) 1

14. 80/150

15.

a) 1/8

b) 5/36

16. 17.

X P(x) X P(x)

0 1/8 0 271343

1 3/8 1 108/343

2 3/8 2 144/343

2 1/8 2 64/343
1
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