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presentacao

O presente material é destinado aos alunos aprendizes que
participam do programa de Educacao a Distancia da Universidade
Aberta do Piaui (UAPI), vinculada ao consorcio formado pela
Universidade Federal do Piaui (UFPI), Universidade Estadual do Piaui
(UESPI), Cento Federal de Ensino Tecnolégico do Piaui (CEFET -PlI),
com apoio do Governo do Estado do Piaui, através da Secretaria de
Educacao.

Este material esta organizado de sete unidades, contendo
subunidades, estruturadas de modo sequencial, as quais discorrem
sobre Amostragem, Distribuicbes Amostrais, Estimacao de Paradmetros,
Estatistica Paramétrica — Teste de Hipoteses, Estatistica Nao-—
Paramétrica, Correlacdo e Regressao Linear e Analise de Varidncia
ou Comparacao de Varias Médias.

Na unidade 1, apresentamos o conceito de amostragem,
dimensionamento da amostra, amostragem probabilistica e seus tipos,
amostragem ndo-probabilistica e seus principais tipos, além de uma
lista de exercicios no final da unidade.

Na unidade 2, apresentamos as distribuicbes amostrais, com
uma introdugéo, distribuicdo normal padrdo e o uso da tabela de
distribuicdo normal padrao, distribuicido amostral das médias, assim
como seus principais teoremas, distribuicdo amostral das frequéncias
relativas, distribuicdo amostral de variancias, distribuicao t de Student
e a distribuicdo F de Snedecor, além de uma lista de exercicios no final
da unidade.

Na unidade 3, apresentamos a estimagdo de parametros,
que séao intervalos de confiancga, os tipos: intervalo de confianga para
a média quando a varidncia é conhecida e quando a variancia for



desconhecida, intervalo de confianga para a variancia, intervalo de
confianca para o desvio padrao da populacao e intervalo de confianca
para a proporgcao populacional, além de uma lista de exercicios no
final da unidade.

Na unidade 4, apresentamos a estatistica paramétrica ou
teste de hipoteses, como também, os principais conceitos: hipotese
estatistica, teste de hipoteses, tipos de hipdteses, tipos de erros;
passos para a realizagdo dos testes de hipoteses, teste de hipotese
para a média populacional, teste de hipoteses para proporcdes, além
de uma lista de exercicios no final da unidade.

Na unidade 5, apresentamos a estatistica nao-paramétrica,
com uma introdugao, teste qui-quadrado, teste qui-quadrado para
independéncia ou associacbes, teste dos sinais, teste de Mann-
Whitney e teste de Kruskal-Wallis, além de uma lista de exercicios no
final da unidade.

Naunidade 6, apresentamos o estudo da correlagao e regressao
linear, com uma introdugédo, correlagao linear simples: medida de
correlagao e os tipos de correlagao, regressao linear simples e o poder
explicativo do modelo, além de uma lista de exercicios no final da
unidade.

Na unidade 7, apresentamos a analise de variancia ou
comparacao de varias médias: com uma introducdo, hipdtese do
modelo, classificagao Unica ou experimento de um fator e estimadores
da variancia comum , fundamentos da andlise da variancia (ANOVA),
quadro de analise da variancia; classificacdo de dois critérios ou
experimentos de dois fatores e estimadores de variancia comum o2,
além de uma lista de exercicios no final da unidade.

BONS ESTUDOS!!!
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Amostragem

Resumindo

Nesta unidade, abordamos o estudo dos elementos que compdem uma amostragem extraida de
uma populagdo. O conceito de populagdo é intuitivo. O estudo de todos os elementos da populagdo
possibilitao conhecimento preciso das variaveis que estdo sendo pesquisados. Eimportante ressaltar
que a representatividade da amostra depende do seu tamanho e de outras considera¢des de ordem
metodoldgica. Na teoria da amostragem, sdo consideradas duas dimensdes: dimensionamento da

amostra e a composi¢cao da amostra.







AMOSTRAGEM

INTRODUGAO

A amostragem € o processo de retirada de amostras de uma
populagdo*. E uma das etapas importantes na tomada de decisdes nos
diversos niveis gerenciais, pois o pesquisador procurara acercar-se de
cuidados, visando a obtengdo de uma amostra* significativa, ou seja, que de
fato represente “o melhor possivel” toda a populagao.

O objetivo principal desta unidade é apresentar alguns conceitos e
definicbes necessarias para conduzir convenientemente uma operagao de
amostragem, visando principalmente a coleta de dados de uma forma mais
econdmica.

Se considerarmos uma populagao de clientes, podemos determinar o
tempo médio em que o cliente fica, por exemplo, utilizando no dia o aparelho
de telefone fixo (média populacional u), que corresponde geralmente a
um valor desconhecido, chamado de parametro*. Como ndés ndo vamos
medir toda a populagdo, podemos obter uma amostra que represente esta
populacéo e, estudando esta amostra, nds teremos condi¢cbes de calcular a
média amostral, que corresponde ao estimador*. O resultado obtido (valor
numeérico) correspondera a estimativa.

Populagdo* — é o conjunto de elementos que apresentam uma ou mais
caracteristicas em comum.

Amostra*— é um subconjunto da populagao.

Parametro* — € um valor desconhecido associado a uma caracteristica da
populacao.

Estimador* — é uma estatistica usada para estimar um parametro. E a férmula
utilizada para o calculo (média, proporgao e outros).

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Os problemas de amostragem podem ser mais ou menos complexos
e sutis, dependendo das populagbes e das variaveis que se deseja estudar.
Na industria, onde amostras sao frequentemente retiradas para efeito de
controle de qualidade dos produtos e materiais, em geral, os problemas de
amostragem sao mais simples de resolver. Por outro lado, em pesquisas
sociais, econbmicas ou de opinido, a complexidade dos problemas de
amostragem € normalmente bastante grande.

Em tais casos, deve ser tomado extremo cuidado quanto a
caracterizacdo da populagdo e ao processo usado para selecionar a
amostra, a fim de evitar que os elementos desta constituam um conjunto com
caracteristicas diferentes das da populagéo.

Em resumo, a obtengao de solugdes adequadas para o problema de
amostragem exige, em geral, muito bom senso e experiéncia. Além disso, &
muitas vezes conveniente que o trabalho do estatistico seja complementado
pelo de um especialista no assunto em questao.

Na teoria da amostragem, sdo consideradas duas dimensdes:

a) Dimensionamento da amostra

b) Composigdo da amostra.

DIMENSIONAMENTO DA AMOSTRA
Como proceder:

1°) Analise o questionario, ou roteiro da entrevista e escolha uma variavel que
julgue mais importante para o estudo. Se possivel, escolha mais do que uma.
2°) Verifique o nivel de mensuragado da variavel: se nominal, ordinal ou
intervalar.

3°) Considere o tamanho da populagéao: infinita ou finita:

4°) Se a variavel escolhida for intervalar e a populagédo considerada infinita,
vocé podera determinar o tamanho da amostra pela formula:

2
(Z ) (5) 1.1
d
Onde: Z = abscissa da curva normal padrao, fixado um nivel de confianga.

Se o nivel for 95,5%, Z =2
Se o nivel for 95%, Z = 1,96
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Se o nivel for 99%, Z = 2,57
Geralmente, utiliza-se Z = 2.

o = desvio padrao da populacéo, expresso na unidade variavel. Vocé podera
determina-lo de pelo menos trés maneiras:

- Especificagdes técnicas;

- Resgatar o valor de estudos semelhantes;

- Fazer conjeturas sobre possiveis valores.

d = erro amostral, expresso na unidade da variavel. O erro amostral é a
maxima diferenga que o investigador admite suportar entre u e Xx, isto é: |u -
X| <d , onde u é a verdadeira média populacional, que ele ndo conhece, e x
sera a média amostral a ser calculada a partir da amostra.

5°) Se a variavel escolhida for intervalar e a populagéo finita, tém-se:

_ 77.¢.N
n= 2 2 2 1.2
d(N-D)+Z .o .

Onde Z = abscissa da normal padrao
o = desvio padréao da populagao
N = tamanho da populagéao
d = erro amostral.

6°) Se a variavel escolhida for nominal ou ordinal, e a populagao considerada
infinita, vocé podera determinar o tamanho da amostra pela formula:

Z.p.q
n=-—m— 1.3
d

(S}

Onde: Z = abscissa da normal padrao; f) .estimativa da verdadeira proporgao
de um dos niveis da variavel escolhida. Por exemplo, se a variavel for porte
da empresa, ﬁ podera ser a estimativa da verdadeira propor¢ao de grandes
empresas do setor que esta sendo estudado. Sera expresso em decimais.
Assim, se p = 30%, teremos:

p=0,30.

g=1-p

d = erro amostral, expresso em decimais. O erro amostral neste caso sera a
méaxima diferenga que o investigador admite suportar entre p e ¢, isto é:

Amostragem



lp - q| <d, em que p é a verdadeira proporgédo, que ele ndo conhece, e p
sera a proporcao (frequéncia relativa) do evento a ser calculado a partir da
amostra.

7°) Se a variavel escolhida for nominal ou ordinal e a populagao finita, tem-se:
. Z.p.q.N
CN-D+Z".p.q

Onde Z = abscissa da normal padréo;
n = tamanho da populagao;
13 = estimativa da proporgéo;
q=1-p
d = erro amostral.

Todas essas formulas séo basicas para qualquer tipo de composicao
da amostra; todavia, existem férmulas especificas segundo o critério de

composicdo da amostra. Se o investigador escolher mais de uma variavel,
deve optar pelo maior n obtido.

Aplicagoes:

1) Suponha que a variavel escolhida em um estudo seja o peso de certa peca
e que a populacao seja infinita. Pelas especificagbes do produto, o desvio
padrao (dispersdo em torno da média) € de 10 kg. Logo se admitindo um nivel
de confianca de 95,5% e um erro amostral de 1,5 kg, determine o tamanho

da amostra n.

Solugédo: a variavel é intervalar e a populagéo infinita, logo usaremos a
férmula (1.1) desta unidade.

Z=2,0=10ed=15
Z.5)\? (2.10 2
=(=—=) =\(==) =17777=178.
n=(57) = (5
Logo, o valor de n seréa de 178 elementos.

2) Admita os mesmos dados do exemplo anterior e que a populagao seja
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finita de 600 pegas, Qual € o tamanho da amostra n?

Solugao: Aqui a variavel é intervalar e a populagao finita, logo usaremos a
férmula (1.2) desta unidade.

Dados: Z=2,0=10, N=600ed = 1,5

2 2 2 2
i 22.0.1\21 . 22.10.609 137,312 138
EN-1)+2Z>.6" 1,5 (600-1)+2>. 10

Logo, o tamanho da amostra n sera de 138 elementos.

3) Suponha que a variavel escolhida em um estudo seja a proporgdo de
eleitores favoraveis ao candidato X e que o investigador tenha elementos
para suspeitar que essa porcentagem seja de 30%. Admita a populagao
infinita e que se deseja um nivel de confianga de 99% e um erro amostral
de 2% (ou seja, que a diferenca entre a verdadeira proporcao de eleitores
do candidato X e a estimativa a ser calculada na amostra seja no maximo de
2%). Determine o tamanho da amostra n.

Solugédo: A variavel aqui é ordinal e a populagéo ¢ infinita, logo usaremos a
férmula (1.3).

Dados: Z = 2,57, 13 =30% = 0,30, (} =1-0.30=0,70e d = 2% = 0,02, entao
n sera:
(2,57)2 .(0,30) . (0,70)
n =

= 3.467,57 = 3468.
(0,02)°

Logo o tamanho da amostra sera de 3468 eleitores.

4) Admita os mesmos dados do exemplo anterior e que a populagdo de
eleitores seja finita de 20.000 eleitores. Encontre o valor de n.

Solugao: A variavel escolhida é ordinal e a populagao finita, logo usaremos
a férmula (1.4).

Dados: Z = 2,57, p = 0,30, ¢ = 0,70 e N = 20.000.

Amostragem



0= (2,57)".0,30).(0,70).(20.000)
(0,0,2).(20.000 - 1)+(2,57)".(0,30).(0,70)
= 2956.

=2955,33

Logo, o tamanho da amostra sera de 2956 eleitores.

AMOSTRAGEM PROBABILISTICA

Distinguimos dois tipos de amostragem: a probabilistica e a nao-
probabilistica. A amostragem sera probabilistica se todos os elementos da
populagéo tiverem probabilidade conhecida, e diferente de zero, de pertencer
a amostra. Caso contrario, a amostra sera ndo-probabilistica.

Segundo essa definicdo, a amostragem

probabilistica implica um sorteio com regras bem
Note que a decisao de

abandonar os grupos maiores
que 800 ou repetidos deve
ser tomada antes de iniciado A utilizacdo de uma amostragem probabilistica

determinadas, cuja realizagdo s6 sera possivel se a
populacéo for finita e totalmente acessivel.

0 processo, prevendo-se ja é a melhor recomendacdo que se deve fazer no
tais ocorréncias para evitar

eventuais interferéncias do

julgamento pessoal durante a
retirada da amostra. discrepancias entre populagdo e amostra, o que é

sentido de se garantir a representatividade da amostra,
pois 0 acaso sera o Unico responsavel por eventuais

levado em consideragao pelos métodos de analise da

estatistica indutiva.
Veremos a seguir algumas das principais técnicas de amostragem
probabilistica. Outras poderdo também ser usadas, como combinag¢ao ou nao
das descritas.

Amostragem casual simples

Este tipo de amostragem, também chamada de simples ao acaso,
aleatoria, casual, simples, etc., € equivalente a um sorteio lotérico. Nela,
todos os elementos da populagcédo tém igual probabilidade de pertencer a
amostra, e todas as possiveis amostras tém também igual probabilidade de
ocorrer.

Sendo N o numero de elementos da populacdo e n o numero de
elementos da amostra, cada elemento da populagao tem probabilidade n/N de



pertencer a amostra. A essa relagdo n/N denomina-se fragdo de amostragem.
Por outro lado, sendo a amostragem feita sem reposi¢cdo, o que suporemos
em geral, existem (1:1) possiveis amostras, todas igualmente provaveis.
Na pratica, a amostragem simples ao acaso pode ser realizada
numerando-se a populagdo de 1 a N, sorteando-se, a seguir, por meio de um
dispositivo aleatério qualquer, n elementos sorteados para a amostra.

Proporcao do estrato h sera igual ao numero de elementos presente neste estrato
(N,) dividido pelo tamanho da populagéo

(N Noy

ApOs vocé obter esta proporgédo do estrato em relagdo a populagao, deve-se
multiplicar o tamanho total da amostra (n) pela proporgéo de

cada estrato na populagao
N“/N.

Assim teremos um tamanho de amostra em cada estrato, proporcional ao tamanho
do estrato em relagéo a populagéo.

Ex: Seja uma populagdo de 800 elementos, da qual desejamos tirar
uma amostra casual simples de 50 elementos. Consideramos a populagao
numerada de 001 a 800, sendo os numeros tomados sempre com trés
algarismos. A seguir, sorteamos um digito qualquer na nossa tabela em anexo
(Tabela A1.1), a partir do qual iremos considerar os grupos de trés algarismos
subsequente formados, os quais irdo indicar os elementos da amostra. Assim,
se, a partir do ponto sorteado para inicio do processo, os digitos observados
forem537418023856706 ..., os elementos sorteados para a amostra
serdo os de ordem 537, 418, 023, 706, etc. Evidentemente, o grupo 856 foi
desprezado, pois ndo consta da populagao, como seria também abandonado
um grupo que ja tivesse aparecido (a ndo ser, é claro, que se desejasse
amostragem com reposi¢do). Prosseguindo o processo, obtém-se os 50
elementos desejados.

Amostragem sistematica

Quando os elementos da populagdo se apresentam ordenados e
a retirada dos elementos da amostra é feita periodicamente, temos uma

Amostragem



amostragem sistematica. Assim, por exemplo, em uma linha de produgéo,
podemos, a cada dez itens produzidos, retirar um para pertencer a uma
amostra da producgao diaria.

Voltando ao exemplo anterior com N = 800, n = 50 e a populagéo ja
ordenada, poderiamos adotar o seguinte procedimento; sortear um nimero
de 1 a 16 ( note-se que 800/50 =16 ), o qual indicaria o primeiro elemento
sorteado para a amostra e os demais elementos seriam periodicamente
retirados de 16 em 16. Equivalentemente, poderiamos considerar os nimeros
de 1 a 800 dispostos sequencialmente em uma matriz com 50 linhas e 16
colunas, sorteando-se a seguir uma coluna, cujos numeros indicariam os
elementos da amostra. Observamos que, nesse caso, cada elemento da
populagao ainda teria probabilidade 50/800 de pertencer a amostra.

A principal vantagem da amostragem sistematica esta na grande
facilidade na determinagao dos elementos da amostra. O perigo em adota-la
esta na possibilidade de existirem ciclos de variagédo da variavel de interesse,
especialmente se o periodo desses ciclos coincidir com o periodo de retirada
dos elementos da amostra. Por outro lado, se a ordem dos elementos na
populagcao nao tiver qualquer relacionamento com a variavel de interesse,
entdo a amostragem sistematica tera efeitos equivalentes a casual simples,
podendo ser utilizada sem restrigdes.

Amostragem por conglomerados

Quando a populagao apresenta uma subdivisdo em pequenos grupos,
chamados conglomerados, € possivel — e muitas vezes conveniente — fazer-
se a amostragem por conglomerados, a qual consiste em sortear um nimero
suficiente de conglomerados, cujos elementos constituirdo a amostra. Ou
seja, as unidades de amostragem, sobre as quais é feito o sorteio, passam
a ser conglomerados e ndo mais os elementos individuais da populagao,
Este tipo de amostragem é as vezes adotado por motivos de ordem pratica e
econdmica, ou mesmo por razdes de viabilidade.

Assim, por exemplo, num levantamento da populacdo de uma
cidade, podemos dispor do mapa indicando cada quarteirdo e nao dispor
de uma relagédo atualizada dos seus moradores. Podemos, entdo, colher
uma amostra dos quarteirbes e fazer a contagem completa de todos os que
residem naqueles quarteirdes sorteados.
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Amostragem estratificada

Quando a variavel de interesse apresenta uma heterogeneidade
na populagdo e esta heterogeneidade permite a identificacdo de grupos
homogéneos, vocé pode dividir a populagéo em grupos (estratos) e fazer uma
amostragem dentro de cada estrato, garantindo, assim, a representatividade
de cada estrato na amostra.

Podemos verificar que pesquisas eleitorais apresentam uma grande
heterogeneidade em relacéo a intencdo de votos, quando consideramos, por
exemplo, a faixa salarial ou o nivel de escolaridade. Entdo, se fizéssemos
uma amostragem aleatdria simples, poderiamos incluir na amostra uma
quantidade de elementos de um grupo e, proporcionalmente, este grupo
seria pequeno em relagcao a populagdo. Desta forma, ndo teriamos uma
amostra representativa da populacao a ser estudada. Entdo, podemos dividir
a populagdo em grupos (estratos) que sdo homogéneos para a caracteristica
que estamos avaliando, neste caso, a intencdo de votos. Como estamos
dividindo a populagado em estratos (grupos) que sdo homogéneos dentro de
si, podemos, entdo, caracterizar a amostragem estratificada. Para efetuarmos
a amostragem estratificada de forma proporcional, precisamos primeiramente
definir a proporgéo do estrato em relagao a populagéo.

Exemplos em que uma amostragem estratificada parece ser
recomendavel é a estratificacdo de uma cidade em bairros, quando se deseja
investigar alguma variavel relacionada a renda familiar; a estratificacao
de uma populagdo humana em homens e mulheres, ou por faixas
etarias; a estratificagdo de uma populacdo de estudantes conforme suas
especializagbes, etc.

Amostragem multipla

Em uma amostragem multipla, a amostra é retirada em diversas
etapas sucessivas. Dependendo dos resultados observados, etapas
suplementares podem ser dispensadas. Esse tipo de amostragem &, muitas
vezes, empregado na inspecao por amostragem, sendo particularmente
importante a amostragem dupla. Sua finalidade é diminuir o nUmero médio
de itens inspecionados em longo prazo, baixando assim o custo da inspegao.

Um caso extremo de amostragem multipla € a amostragem
sequencial. A amostra vai sendo acrescida item por item, até se chegar a
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uma conclusdo no sentido de se aceitar ou rejeitar uma dada hipétese. Com a
amostragem sequencial, pretende-se tornar minimo o nimero médio de itens
inspecionados em longo prazo.

AMOSTRAGEM NAO-PROBABILISTICA

Quando trabalhamos com amostragem nao probabilistica, né&o
conhecemos a priori a probabilidade que um elemento da populagao tem de
pertencer a amostra. Neste caso,ndo é possivel calcular o erro decorrente
dageneralizacao dos resultados das analises estatisticas da amostra para a
populacado de onde a amostra foi retirada.

Utilizamos, geralmente, a amostragem n&o-probabilistica por
simplicidade ou por impossibilidade de se obter uma amostra probabilistica,
como seria desejavel.

Os principais tipos de amostragem nao-probabilistica que temos sao
amostragem sem norma ou a esmo, intencional e por cotas.

Amostragem a esmo

Imagine uma caixa de 1000 parafusos. Aenumeracao destes parafusos
ficaria muito dificil, e a amostragem aleatéria simples se torna inviavel.
Entdo, em situagbes deste tipo, supondo que a populagdo de parafusos
seja homogénea, escolhemos a esmo a quantidade relativa ao tamanho da
amostra.Quanto mais homogénea for a populagédo, mais podemos supor a
equivaléncia com uma AAS.

Desta forma, os parafusos serdo escolhidos para compor a amostra
de um determinado tamanho sem nenhuma norma ou a esmo. Dai vem o
nome deste tipo de amostragem.

Amostragem intencional

A amostragem intencional corresponde aquela em que o amostrador
deliberadamente escolhe certos elementos para pertencer a amostra, por
julgar tais elementos bem representativos da populagdo. Um exemplo deste
tipo de amostragem corresponde a situacdo em que se deseja saber a
aceitacdo em relagdo a uma nova marca de uisque a ser inserida no mercado

unidade 01



de uma cidade. Somente entrardo para a amostra pessoas que fagam uso
da bebida e que tenham condigbes financeiras de comprar essa nova marca
(classe social de maior poder aquisitivo).

Amostragem por cotas

Um dos métodos de amostragem mais comumente usados em
levantamentos de mercado e em prévias eleitorais € o método de amostragem
por quotas. Ele abrange trés fases:

1) Classificagdo da populagdo em termos de propriedades que se sabe, ou
presume, serem relevantes para a caracteristica a ser estudada;

2) Determinagao da proporcao da populacido para cada caracteristica, com
base na constituigdo conhecida, presumida ou estimada da populagéo;

3) Fixagado de quotas para cada observador ou entrevistador que tera a
responsabilidade de selecionar interlocutores ou entrevistados, de modo que
a amostra total observada ou entrevistada contenha a propor¢céo de cada
classe tal como determinada em (2).

Exemplificando: Admite-se que se deseja pesquisar o “trabalho das
mulheres”. Provavelmente se tera interesse em considerar: a divisao cidade/
campo, a habitacdo, o numero de filhos, a idade dos filhos, a renda média,
as faixas etarias...

A primeira tarefa é descobrir as proporgbes (porcentagens) dessas
caracteristicas na populagédo. Imagine-se que haja 47% de homens e 53%
de mulheres na populagdo. Logo, uma amostra de 50 pessoas devera ter
23 homens e 27 mulheres. Entdo o pesquisador recebera uma “quota”
para entrevistar 27 mulheres. A consideragao de varias categorias exigira
uma composigdo amostral que atenda ao n determinado e as proporgdes
populacionais estipuladas.
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EXERCICIO

1) Dada a seguinte populagéo (rendas em R$ 1000)

29 6 34 12 15 31 34 20 8 30
8 15 24 22 35 3 25 26 20 10
30 4 16 21 14 21 16 18 20 12
3 20 12 18 12 25 26 13 10 5
13 19 30 17 25 29 25 28 32 15
10 21 18 7 16 14 11 22 21 36
32 17 15 13 8 12 23 25 13 21
5 12 32 21 10 30 30 10 14 17
34 22 30 48 19 12 8 7 15 20
2625 22 30 33 14 17 13 10 9

Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006: pag. 184.

a) Calcule o tamanho da amostra para se estimar a média, sendo d = R$
2000, oR$7000e 1 -a =95,5%

b) Retire uma amostra aleatéria simples, considerando o tamanho amostral
obtido em (a);

c) Agrupe os elementos da amostra em classes;

d) Calcule sua média;

e) Calcule o desvio padréao amostral;

f) Calcule a média da populagédo e verifique se |u - x| <d.

2) Sendo p = q = 0,5 populagéo infinita, d = 0,05 e 1 - a = 95,5%, determine
o tamanho amostral.

3) Sendo p = q = 0,5, populagéo de 200.000, d = 0,05 e 1 - a = 95,5%,
determine o tamanho amostral. Compare com o resultado obtido no exercicio
2.

4) Uma populagdo se encontra dividida em trés estratos, com tamanhos,
respectivamente, de N, = 80, N, = 120 e N, = 60. Ao se realizar uma
amostragem estratificada proporcional, 12 elementos da amostra foram
retirados do primeiro estrato. Qual € o nimero total de elementos da amostra?
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UNIDADE 02

Distribuicoes Amostrais

Resumindo

As distribuicdes amostrais, que sao objeto de estudo desta unidade, sdo a base para
aplicagao das técnicas de inferéncias estatisticas apresentadas nas unidades seguintes.
Nestaunidade, juntam-se os principais modelos de distribuicdes continuas de probabilidade
e as medidas que caracterizam uma amostra (que foram objetos de estudo anteriores),
obtendo-se, assim as distribuicdes amostrais dos principais estimadores.







INTRODUGAO

O capitulo que abordaremos agora é, de certa forma, uma ponte
entre a Estatistica Descritiva e a Estatistica Indutiva. Sua apresentacao é
fundamental para a boa compreensdo de como se constroem os métodos
estatisticos de analise e interpretacdo dos dados, ou seja, os métodos da
Estatistica Indutiva. E aqui que o calculo de probabilidades vai se apresentar
como a ferramenta basica de que se vale a Estatistica Indutiva para a
elaboragado de sua metodologia.

DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

Portanto, torna-se necessario um estudo

detalhado das distribuicdes amostrais, que sdo base  Distribuicdo amostral —

para intervalos de confianca e testes de hipoteses.
amostras de tamanho n

Para que vocé tenha condigbes de fazer afirmagdes ;e podem ser extraidas

sobre um determinado parametro populacional (ex: de determinada populagéo.

u), baseadas na estimativa x, obtido a partir dos ~ Se para cada uma delas se
, calcular um valor do estimador,

dados amostrais, € necessario conhecer a relagao T
tem-se uma distribuicao

existente entre x e u, isto €, o comportamento de x ,
quando se extraem todas as amostras possiveis da

Considere todas as possiveis

amostral desse estimador.

populagéo, ou seja, sua distribuicdo amostral.

Para obtermos a distribuicdo amostral de um estimador, é necessério
conhecer o processo pelo qual as amostras foram retiradas, isto é, se elas
foram retiradas com reposi¢cdo ou sem reposigao.

Veremos a seguir algumas distribuicbes amostrais que terdo grande
utilizacao nos capitulos seguintes. Outras serdo mencionadas e comentadas
em outros pontos do texto, sempre que necessario.
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DISTRIBUIGAO NORMAL

E a mais importante distribuicdo de probabilidade, sendo aplicada
em inumeros fendmenos e utilizada para o desenvolvimento tedrico da
estatistica. E também conhecida como distribuicdo de Gauss, Laplace ou
Laplace-Gauss.

Vejamos uma aplicagéo desta distribuigao:

Seja X uma variavel aleatéria continua. X tera distribuicdo normal se:

Lx
1 =)

e ,
oV2n

f(x) =

SO <x <0 21

onde: u = média da distribuigédo
o = desvido padrao da distribuicao
T =3,1416...
e=21"7...

Sendo seu gréafico:

SX) a

£ 100%

v

:

Para o calculo das probabilidades, surgem dois grandes problemas:
primeiro, para a integragdo de f{x), pois para o célculo é necessario o
desenvolvimento em séries; segundo, seria a elaboracdo de uma tabela de
probabilidades, pois f(x) depende de dois pardmetros, o que acarretaria um
grande trabalho para tabelar essas probabilidades considerando-se as varias
combinagbes de ped’.

Esses problemas podem ser solucionados por meio de uma mudanga
de variavel, obtendo-se, assim, a distribuicdo normal padronizada (Distribuicao

Normal Padréo) ou reduzida.
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Distribuicdo normal padrao

Seja Z uma variavel aleatoria tal que:

Em X é a variavel normal de média u e variancia o°.
Entdo a média de z sera: E/z] = 0 e sua variancia: var/z] = 1. Logo
a funcdo densidade sera:

Ay

() =—f=e

O < 7z < 0O

Sendo o grafico de ¢(z) igual a

0(2) &

\4

Zi

Como a média de z é 0 e a variancia 1, as probabilidades (areas) sédo
calculadas e tabeladas. Nos exemplos seguintes sera explicado o uso da
tabela da distribuicdo normal padrao.

Para se registrarem distribuigdes normais usa-se a seguinte notagao:

X = N(u,0°) (Ié-se “a variavel X tem distribuicdo normal com média
1 e variancia ¢°. ")

Z = N(0, 1) (Ié-se “a variavel aleatéria Z tem distribuicdo normal com
média 0 e variancia 1.” Ou, simplesmente distribuigdo normal padrao.)

Uso da tabela de distribuicdao normal padrao

Ha varios tipos de tabelas que oferecem as areas (probabilidades)
sob a curva normal padrao. O tipo mais frequente é a tabela de faixa central.

A tabela de faixa central d4 a area sob a curva normal padréo entre z
= 0 e qualquer valor positivo de z. A simetria em torno de z = 0 permite obter
a area entre quaisquer valores de z (positivos ou negativos).
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0 Zo z

A tabela oferece a areaentre 0 e z ou P(0 <z =< z).
Exemplo: Desejam-se as probabilidades:
a)P(0<sz=<1)
b) P(-2,55 <z<1,2)
c) P(z21,93)
Solugéo:

Tem-se:
a)

v

Para se obter probabilidade, basta entrar com a abscissa 1,0 (na
primeira coluna) e 0,00 (na primeira linha) da tabela. Assim:

P(O<z<1)=0,3413
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=255 0 1,2 z

Entra-se na tabela com o valor 1,2 na primeira coluna e 0 na primeira
linha, obtendo 0,3849. A propriedade da simetria em relagéo a z = 0. Entra-
se com 2,5 na primeira coluna e 0,05 na primeira linha, obtendo-se 0,4946.
Portanto,

P(-2,55 <z < 1,2) =0,3849 + 0,4946 = 0,8795

0 1,93 z

Entra-se na tabela com 1,9 na primeira coluna e 0,03 na primeira
linha obtendo 0,4732. Porém, essa é a area compreendida entre 0 e 1,93.
Lembrando que a area embaixo da curva vale 1 e que a funcao é simétrica
em relacdo a origem z = 0, tem-se:

P(z > 1,93) = 0,5000 - 0,4732 = 0,0268

Ex: As alturas dos alunos de determinada faculdade sdo normalmente
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distribuidas com meédia 1,60 m e desvio padrdo 0,30 m. Encontre a

probabilidade de um aluno medir:

a) Entre 1,50 ¢ 1,80 m;

b) Mais de 1,75 m;

c) Menos de 1,48 m;

d) Qual deve ser a média minima para escolhermos 10% dos mais altos?

Solugédo: Sabe-se que =1,60e =0,30.
Faca X a variavel altura dos alunos. Entao:

a) P(1,50 <x<1,80)=P(z,Sx<z,)=
= P(-0,33<2<0,67) =
= 0,1293 + 0,2486 =
= 0,3779 = 37,79%

X-p  1,50-1,60

Em que z,= i 030 =-033e
~X-p 1,80-1,60
%= T T 030 0,67

z

1,50 1,60 1,80 - 033 0 0,67

b) P(X>1,75)=P(z >2z,) = P(z> 0,5) =
= 0,5000 — 0,1915 = 0,3085

1,75 -1,60

=0,5
0,30

Emquez, =
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1,60 1,75

c)P(X<148)=P(z<z)=P(z<-04)=
= 0,5000 - 0,1554 = 0,3446

Média aritmética (x), ou
média de um conjunto de n

observagées, X, X,, X,,..., X
1,48 - 1,50 ini .
Em que z, = = 2= .04 geﬂnuvj]a como sendo:
0,30 X =Xkix/n | onde:

x, = valor genérico da
observacédo e n = n° de
observacgoes.

n

, é

1,48 1,60 -04 0

d) E o problema inverso dos itens anteriores, pois neste caso, tem-se
a probabilidade e deseja-se a medida:

1,60 X=? 1,28 X=?

]

Para se encontrar o valor de z que deixa 0,10 a direita, deve-se entrar



na tabela com 0,40. Assim, descobrimos que z = 1,28. Logo,

_X-p _X-160
Z—T — 1,28 = 0.30 — X =1,98 m.

Portanto X = 1,98 m deve ser a medida para se encontrar 10% dos
mais altos.

DISTRIBUIGAO AMOSTRAL DAS MEDIAS (X)

Lembrando o conceito de distribuicdo amostral, visto anteriormente,
busca-se descobrir qual é a distribuicdo da média aritmética x .

Sabe-se que X =X x/n = (média aritmética) &€ um estimador da média
populacional u. O estimador x é uma variavel aleatéria, portanto, busca-se
conhecer sua distribuicdo de probabilidade.

Teorema 1

A média da distribuicao amostral das médias, denotada por u(x), &
igual & média populacional u. Isto é:

EX] =p(x)=u 23

Assim, é provado que a média das médias amostrais é igual & média
populacional.

Teorema 2

Se a populacéo ¢ infinita, ou se a amostragem é com reposigao, entéo
a variancia da distribuicao amostral das médias, denotada por ¢€ dada por:

Bl @] =0'0) =% 24

onde ¢’ éavarianciadapopulagio. Isto &, pode-se afirmar que, para populagdes
infinitas, ou amostragens com reposi¢céo, a varidncia da distribuicdo das
meédias é igual a variancia da populagao dividida pelo tamanho da amostra.
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Teorema 3

Se a populagéo é finita, ou se a amostragem é sem reposicao, entéo

a variancia da distribuicdo amostral das médias é dada por:

2,— 62 N-n
C(0 =S (A=) 25

Sendo que: u (X) = u.

Teorema 4

Se a populacdo tem ou ndo distribuicdo normal com média y e

variancia ¢’, entdo a distribuicdo das médias amostrais sera normalmente

distribuida com média y e variancia ¢’/n.

Esses quatro Teoremas provam que a média amostral (x) tem

distribuicdo normal com média igual a média da populagao y e variancia dada

2
por ¢?/2 para populagdes infinitas, e %(

Graficamente:

N

N- ‘11) para populagdes finitas.

(fig 2.1)

ou ainda:

2 2
X=N(wg) ou Xx=N(uZ(

Com distribuicbes padronizadas dadas por:

N -n
N-1

)

Xi-u
S
Vn

Z=

i

ou

Z,=

Xi-u

S

it

(

N-n
N-1

)

2.6
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Distribuicao amostral das frequéncias relativas

Seja X uma populagéo infinita, e p a probabilidade (ou proporgao)
e certo evento de X. Logo / - p = g sera a probabilidade de o evento néo
ocofrrer.

Seja (x,, X,, ... , X, ) uma amostra aleatéria de n elementos dessa
populacdo e x o nimero de sucessos na amostra. E facil identificar como uma
variavel aleatéria com distribuicdo Binomial (n° de sucessos na amostra), de
média np e variancia npq.

Entao, a distribuicdo amostral da frequéncia relativa

p=/f= "/ sera dada por:

E[f1=E[31="F=p 27

VarU]=Var[%]=£?= %’ 2.8
n

Para n = 30 a distribuicdo amostral de f'sera normal:

_ pq
F_N(p 77)
Assim a sua distribuicdo padronizada sera:
S5 T
Pq
n

Ou graficamente:

(fig 2.2)
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Distribuicao amostral de variancias

Sabe-se que a variancia da populagdo é designada por ¢°. Seja S?
(variancia amostral) o estimador de ¢°.

Variancia ( S? ) — é definida como sendo o quociente entre a soma dos
quadrados dos desvios e 0 numero de elementos.

T (x, - X)
n-1

Z =

i

Se desejar saber qual é a distribuicdo de S?, pode-se demonstrar que:

E[S?] = o? e var[S?] = 2%, 210

E que S?tem distribui¢cdo qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade.
Ou seja:

(n-1S° £

e n-1 2.1

Lembre-se que (n — 1) e ¢’ sdo constantes. Graficamente, a relagao
entre S? e ¢° é dada por uma distribuicdo qui-quadrado.

v

(fig 2.3)

Distribuicdes Amostrais



DISTRIBUIGAO ¢ DE STUDENT

Suponhamos que, a partir de uma amostra de n valores retirados de
uma populagdo normal de média u e desvio padrdo o/vVn , fosse definida a

estatistica:
_ X-qu
Zi=—5 2.12
n
Desvio Padrido ( S ) — é igual a raiz quadrada da variancia: S=/S

Como a distribuicido amostral de x seria precisamente normal,
com média u e desvio padrdo o/Vn, segue-se que essa estatistica teria
simplesmente distribuicdo normal padrdo, o que justifica o uso do simbolo z
em (2.12).

Entretanto, se usarmos em (2.12) o desvio padrdo da amostra,
obteremos uma estatistica cuja distribuicdo ndo mais é normal. De fato,
conforme mostrou Student, a estatistica:

=M

2.13 S

n

distribui-se simetricamente, com média 0, porém n&o normalmente. E claro
que, para amostras grandes, S deve ser proximo de o, € as correspondentes
distribuicbes ¢ devem estar proximas da normal padrao. Vemos, pois, que
existe uma familia de distribuigdes t cuja forma tende a distribuicdo normal
padrao quando n cresce. Note-se que a estatistica definida em (2.13) tem n —
1 graus de liberdade, o que justifica sua denotagéo por ¢ _,.

A fig. 2.4 procura ilustrar comparativamente uma distribuicdo t e a
distribuicdo normal padrdo z. Vemos que uma distribuicdo t genérica € mais
alongada que a normal padrao.

Por outro lado, a tabela t de Student fornece valores de t em fungao de
diversos valores do numero de graus de liberdade G.L. e de probabilidades
notaveis, correspondentes a cauda a direita na respectiva distribuigcdo. Assim,
por exemplo, entrando-se na tabela com a probabilidade p = 0,025 e G.L =
50, lemos o valor t,, = 2,009. Isso significa, dada a simetria das distribuicbes
t, que P(t,,> 2,009) = P(t, < -2,009) = 0,025. Note-se que esse valor de t,; €
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ja muito proximo do correspondente valor { | =z = 1,960.

N(0,1)

(fig 2.4) 0

E importante notar que a expressao (2.13) pode ser escrita

X-| o c
i, = o=z
n-l 2 g S 2.14
n
Ou ainda:
t =7 n-l1 545 o
! x, x = Média amostral;
M = Média populacional;
Ou ainda: _S = Desvio padrao amostral;
o = Desvio padrao
t.,=z G'ZL 2.16 populacional;
X n = Tamanho da amostra;

Essa expressdao nos mostra o relacionamento

N = Tamanho da populagao.

existente entre as distribuicdes t de Student e X2.

DISTRIBUIGAO F DE SNEDECOR

Trata-se de um modelo de distribuicdo continua também util para
inferéncias estatisticas.

Adistribuicao F é arazado entre duas variaveis aleatérias independentes
com distribuicdo qui-quadrado. Assim, a distribuicdo f com “p” graus de

liberdade no numerador e “q” graus de liberdade no denominador é expressa
por:

X
__b Xp ¢
217 F(p’q)_ qu qu p
q
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A distribuicdo F possui dois parametros: grau de liberdade do
numerador e grau de liberdade do denominador, que sdo denominados,
comumente, por e respectivamente.

Quanto a média, é dada por:

Zas
H= Ty,

com ¢,>¢, 218

A variancia é expressa por:

20°,(¢;- 9,- 2)

2 2 1 2

Cc=——"7-——— come, >4 219
[Of ((Pl_ 4) ((pz' 2) 2

E a média:

1

fiz) com@,>2 220
1

M,=(%2) (

A distribuicao F estéa tabelada (A2.3). Esta tabela nos da as abscissas

que deixam 5% na cauda a direita, dados os parametros ¢, e @, . Assim:

+

F(g.,0,)

5%

v

encontra-se na Tabela 2 (pag. 154).
Na tabela, procede-se assim:

?1
(pz ..........................
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Valor da abscissa

Para se encontrar o valor da abscissa F, (¢,, ¢,), utiliza-se a seguinte
-a 1 2
férmula:

1
F . (9.0, = oo 2.21

Exemplo: Sendo ¢, =9, ¢, = 5 e a = 5%, determine as abscissas
superior e inferior

5%

90% 5%

v

1
oS =0,29 4,77

EXERCICIO

1) Faga Z uma variavel com distribuigdo normal padronizada e encontre (use
a tabela):

a)P(0=z<1,44)

b) P(-0,85 <z < 0)

c) P(-1,48 <z < 2,05)

2. Os pesos de 600 estudantes sdo normalmente distribuidos com média 65,3
kg e desvio padrao 5,5 kg. Encontre o nimero de alunos que pesam:

a) Entre 60 e 70 kg;

b) Mais que 63,2 kg.
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3) Determine os valores de x> e x?

4

' 10%

4) Consulte a tabela para descobrir os valores das abscissas.

¢ =20

5) Admita uma distribuicdo ¥ com ¢, = 8 e ¢, = 10. Determine a média, a
variancia, o desvio padrao e as abscissas para:

A

rS%

5%
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UNIDADE 03

Estimacao de Parametros

Resumindo

Nesta unidade abordamos uma técnica para se fazer inferéncia estatistica. A partir de um
intervalo de confianca, construido com elementos amostrais, pode-se inferir sobre um parametro
populacional. A construgdo de intervalos de confianga se fundamenta nas distribuicGes amostrais
vistas na unidade anterior. Esta técnica se diferencia da estimacdo por ponto, onde se calcula um
Unico valor (estimativa) para o parametro populacional. No caso do intervalo de confianga, busca-
se um ‘segmento’, ou intervalo que contenha o parametro desconhecido.







ESTIMACAO DE PARAMETROS

INTRODUGAO

Um dos principais objetivos da estatistica inferencial consiste em
estimar os valores de parametros populacionais desconhecidos (estimagéo de
parametros), utilizando dados amostrais. Desta forma, qualquer caracteristica
de uma populagdo pode ser estimada a partir de uma amostra aleatéria,
desde que esta amostra represente bem a populagdo. Os parémetros
populacionais mais comuns a serem estimados sao a média, o desvio padrao
e a proporgao. A estatistica inferencial apresenta uma relevancia alta, ja que
a maioria das decisdes que um gestor ou pesquisador deve tomar estdo
associadas a utilizagdo de dados amostrais. Consiste em tirar conclusdes de
uma populagado a partir de amostra representativa dela, tendo uma grande
importancia em muitas areas do conhecimento.

Em resumo, podemos dizer que a estimativa pontual fornece uma
estimativa Uunica de um parédmetro e que a estimativa intervalar nos da um
intervalo de valores possiveis, no qual se admite que esteja o parametro
populacional com uma probabilidade conhecida.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

e 0000000000000
©e00000000000000

A estimativa pode ser por ponto ou intervalar. A estimativa pontual
infere sobre a populacdo, considerando apenas o valor da estimativa.
Essas estimativas por ponto ndo nos ddo uma ideia sobre confianga e as
margens de erro que deveriam ser aplicadas ao resultado de uma pesquisa,
por exemplo. Ja a estimativa por intervalos nos fornece uma informacgao
mais precisa em relagdo ao parametro, esta é a melhor forma de estimar o
parametro populacional. Entao, para vocé estimar parametros populacionais
por meios de dados, é necessario o conhecimento da distribuicdo amostral da
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estatistica que esta sento usada como estimador (visto anteriormente). Por
isso, estudaremos a seguir a estimacgao intervalar.

INTERVALO DE CONFIANCA

Trata-se de uma técnica para se fazer inferéncia estatistica. Ou seja,
a partir de um intervalo de confianga, construido com os elementos amostrais,
podemos inferir sobre um parametro populacional.

Ao intervalo que, com probabilidade conhecida, devera conter o
valor real do parédmetro chamaremos de intervalo de confianga para esse
parametro. A probabilidade, que designaremos por 1 - a, de que um intervalo
de confianga contenha o valor do pardmetro chamaremos de nivel ou grau de
confianga do respectivo intervalo. Vemos que sera a probabilidade de erro
na estimacgao por intervalo, isto é, a probabilidade de errarmos ao afirmar que
o valor do parametro esta contido no intervalo de confianga.

Veremos a seguir como construir intervalos de confianca para os
parametros usuais.

Intervalo de Confianga para a Média ( # ) quando a Variancia ( ¢’ ) é
Conhecida.

Como se sabe, o estimador de u é x. Também é conhecida a
distribuicdo de probabilidade de X.

Devemos construir um intervalo em torno de de forma tal que esse
intervalo contenha o valor do parametro com confiangca 1 — o ou (1 — a) .
100 = %, esse intervalo, sendo simétrico em probabilidade, sera também
geometricamente simétrico em relacdo a x, devido a simetria da distribuicao
amostral. Observa-se na tabela da distribuicdo normal padrdo o valor das
abscissas que deixam o/2 em cada uma das caudas. Com os valores de x
(média amostral), 0 = desvio padrdo populacional, que neste caso é conhecido
e n (tamanho da amostra), temos:

2 ~ . . .
X = N(u ;%) para populagdes infinitas.

2
X=Np;> (]]\\]7:'11)] para populagdes infinitas.

Para o caso de populagdes infinitas, a variavel padronizada de x é:
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o 3.1

Ouseja:P(-z =z<z )=1-o.

Substituindo o valor de z , temos:

X-u
ra

a

P(-z =< <zz)=1-a

(O]}

Resolvendo-se as duas inequacdes para u, temos o intervalo de
confianga para a média populacional (« ) quando a variangia ( ¢° ) é€ conhecida:

Px-z2% 2 < u<iz%‘/%)=l-a 3.2

a
2Vn

Aplicagao:

A duragdo da vida média de uma peca de equipamento é tal que
o = 5 horas. Foram amostradas 100 dessas pegas obtendo-se a média de
500 horas. Deseja-se construir um intervalo de confianga para a verdadeira
duragdo média da pega com um nivel de 95%.
Solugédo: Temos

0=5n=100; x=500e (1-a).100=95%

Observe o grafico da distribuicdo normal padrao:
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-1,96 0 1,96

Lembrando que para descobrir a abscissa 1,96, entrou-se na tabela
de distribuigdo normal com 0,475 = (0,5 — 0,025) = 47,5%, sabendo que a
tabela é de faixa central.

Substituindo os dados na férmula, temos:

5
PG500-1,96. — <u <500+ 1,96.
( V100 :

5
2 ) =95%
Jioo’ ’

Efetuando-se os calculos:
P(499,02 < 1 <500,98 ) =95%
Interpretagao:

O intervalo [499,02 ; 500,98] contém a verdadeira duracdo média da
peca com 95% de confianga.

Isto significa que se forem construidos intervalos dessa mesma
maneira, para um grande numero de amostras, em 955 dos casos tais
intervalos incluiriam a média populacional p.

No caso de populagdes finitas, usa-se a seguinte férmula:

790 [N-n < || <x
2N T HTXE

B
N

P

SIS
Sa
B

Intervalo de Confianga para a Média ( # ) quando a Variancia ( ¢’ ) é
Desconhecida

Vejamos agora como proceder para construir o intervalo de confianga
para a média da populagdo quando o desvio padrao populacional é também
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desconhecido, o0 que, em geral, ocorre nos problemas praticos.

Ora, se desconhecemos g, devemos estimar seu valor com base na
amostra disponivel. Devemos adotar como estimativa o desvio padrao da
amostra, ja visto anteriormente.

O processo para se construir o intervalo de confianga é semelhante
aquele estudado no item anterior. Como ndo se conhece o, porém, é preciso
substitui-lo por S (desvio padrao amostral) que, contrariamente a ¢ € uma
variavel aleatéria. Portanto, o quociente entre duas variaveis aleatorias, x e

S, pois: % -
S 3.4
o
Pode-se demonstrar que:
t= S 3.5
n

tem distribuicao “t” de Student com (n - 1) graus de liberdade.
Fixando-se um nivel de confianca: 1 - o tem-se:

p=n-1

Ou seja: P(-t%s 1<t

Substituindo-se o valor de “#” e resolvendo-se as inequagdes para g,
obtém-se o intervalo para a média quando a variancia ( ¢° ) é desconhecida.

P()‘(—t%%< W<x +t%% —1-0 34

Onde a variavel “¢” possui (n — 1) graus de liberdade.
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Aplicacao:

Aamostra: 9, 8,12,7, 9, 6, 11, 6, 10, 9 foi extraida de uma populagao
normal. Construir um intervalo de confianga para a média ao nivel de 95%.

Solucgao:

Calculo da média e do desvio padréo:

—  9+8+12+7+9+6+11+6+10+9 &7
X = 10 E:8,7

X =38,7

_ |1 @)\ _ |1 7569
S_J§(793_W) J9(793 10 )

S:J%(793—7596,9)= J%(36,1)=J4,011111 =20
S=2

Como:1-—0=95%egl.=¢p=n-1=10-1=09, temos:
95%

-2,26222 0 2,26222

As abscissas na tabela t de Student (t, .. ), logo:

0,025
2
— = << + = 059
P87 2,2622.m_y_8,7 2,262. )=95%
P(7,27<u<10,13) =95%

Interpretagao do resultado:
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O intervalo [7,27; 10,13] contém a verdadeira média com 95% de

confianga.

Para o caso de populagdes finitas, usa-se a seguinte formula:

2 VN-1

PR-t%C [None ) < xt

oo
2Vn

Nony_ .
o) - l-e 3z

Intervalo de Confianga para a Variancia

Consideremos agora o problema da construgao do intervalo de

confianga ao nivel 1 - « para a variancia ¢° da populagéo. O conhecimento das

distribuicbes x?, visto anteriormente, sera fundamental para esse proposito.

O estimador de ¢° € S2. Demonstra-se que (n-1 )'82/02 tem distribuicao

qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade. Ou seja:

_ (n- 1S’

n—1

2
(¢}

3.8

Entao, o intervalo sera:

(S]f=

¢=n 5

1

N[

2
0 Xinf

2
X x2

Substituindo-se o valor de x2, e isolando-se ¢?, obtém-se:

P((n-l)S

x*sup

<o <

(n-1)8’

x’inf

):1_(1 3.9

Com a distribuicao qui-quadrado de parametro: ¢ = (n - 1)
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Aplicacao:

Admitindo-se n =10, S?2=4,1-a =90%e p=10-1=9

Consultando a tabela da distribuigdo qui-quadrado, temos:

5%
5%
90%
0 X% = 3,3 X%up = 16,9
Logo:
L69 2 < 94y~ gqo
P54 =0 =335 )=90%
P(2,13<06°<10,81) =90%
Interpretagao:

O intervalo [2,13; 10,81] contém a verdadeira variancia com 90% de
confiancga.

Intervalo de Confianca para o Desvio Padrao da Populagao

Vimos anteriormente que o desvio padrao da amostra, S, ndo é um
estimador justo do desvio padrdo da populacdo, o e que, por essa razao,
deveriamos introduzir uma correcao, especialmente no caso de amostras
pequenas. Entretanto, se desejarmos um intervalo de confianga ao nivel
de 1 - a, para o pard@metro ¢ ndo sera necessario investigar a distribuicdo
por amostragem do correto estimador de ¢ pois decorre imediatamente do
resultado obtido no item anterior que, com probabilidade 1 - a, temos:

2 2
’(n; DS T ’(n -DS
x2sup x2inf
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Logo:

’(n- nS’ 5 (n-1DS*,
P( S XZSup < o< S. Zinf ) - 1 - 3.10

Com distribuicao qui-quadrado de parametro: ¢ = (n —1).

Intervalo de Confianga para Proporgao Populacional ou Probabilidade

(P)

Vocé deve considerar que, geralmente, a proporgédo de sucessos em
uma populacédo é desconhecida. Entdo, o que fazemos? Calculamos uma
estimativa da proporgéo de sucessos na populagcao a partir de uma amostra
retirada desta.

Para construirmos o intervalo de confianga para p desconhecido,
determinamos f na amostra e consideramos o; ;@_ Assim, para o caso de
populagdes infinitas, a variavel padronizada de f'é dada por:

f-p
Z=—— 31

[pa
n

Fixando-se um nivel de confianga 1- a temos:

Ou seja:P(—z%SZSZ %) =]-q

Substituindo-se o valor de z:
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Isolando-se p do denominador, encontraremos:
o . o . —
P(f-z5. ’% <psftzs %)—I-a

Para amostras grandes (n > 30), pode-se substituirp e ¢ = 1 —p do
radicando por f'e (I —f). Assim, o IC para a proporcao sera:

P(f-z & /an'f)gpgfﬂg. JA-Dy— g 3.12

n

Para o caso de populacgbes finitas, o /C sera:

(- - - (1- N-
P(f-z8. ’f(nf).(%)pffﬂ—z%. f nf).(N__’I’))I-a 3.13

Aplicagao:

Ao serem examinadas 500 pecas de uma grande producgdo, foram
encontradas 260 defeituosas. No nivel de 90%, construa um IC para a
verdadeira proporgéo de pecgas defeituosas.

Solucgéo:

Temos: n = 500, x = 260, 1 - & = 90% e [ =% =250 = 0,52,

-1,64 0 1,64
Entdo, o intervalo de confianca sera:

P(0,52 - 1,64. fw <p<0,52+ 1,64 %) = 90%
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ou P(0,488 <p <0,552 ) = 90%; ou ainda:
P(48,8% <p <552%) = 90%.
Interpretacao:

O intervalo [48,8%, 55,2%)] contém a verdadeira porcentagem (ou
proporgéo) de pecas defeituosas.

EXERCICIO

1) Foram retiradas 25 pecas da produc¢ao diaria de uma maquina, encontrou-
se para uma medida uma média de 5,2 mm. Sabendo-se que as medidas
tém distribuicdo normal com desvio padrdao populacional 1,2 mm, construir
intervalo de confianga para a média aos niveis de 90% e 95%.

2) De uma distribuigdo normal com ¢’ = 1,96, obteve-se a seguinte amostra:
25,2; 26,0; 26,4; 27,1; 28,2; 28,4. Determinar o intervalo de confianga para a
média da populagéo, sendo a = 0,05 e a = 0,10.

3) Supondo que uma amostra de n = 10 fornecesse s? = 2,25. Quais os limites
de confianga a 80% para a verdadeira variancia?

4) Qual é o intervalo de confianga que contera com 90% a verdadeira variancia
de uma populagéo normal que resultou 2x, = 700,8 e szi =23.436,80 de uma
amostra de 30 elementos?

5) Uma centena de componentes foi ensaiada e 93 deles funcionaram mais
de 500 horas. Determinar um intervalo de confianca da proporgéo de 95%
para a proporgao.

6) Uma amostra aleatdria de 400 domicilios mostra-nos que 25% deles séo

casas de aluguel. Qual é o intervalo de confianga da proporgéo de casas de
aluguel? o = 2%.
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UNIDADE 04

Estatistica Paramétrica -
Teste de Hipoteses

Resumindo

Nesta unidade abordamos uma técnica muito importante para se fazer inferéncia estatistica. Ou
seja, a partir de um teste de hipodteses, realizado com os dados amostrais, pode-se tirar conclusdes
sobre a populagdao. Na unidade anterior estudamos os ICs, com os quais busca-se ‘cercar’ o
parametro populacional e pelos elementos amostrais faz-se um teste que indicard a aceitagdo ou

rejeicao da hipotese formulada.







TESTE DE HIPOTESES

INTRODUGAO

Agora abordaremos o segundo tipo de problema de estatistica
indutiva: o dos testes de hipdteses referentes a populagdo. Nesta unidade,
trataremos dos testes chamados paramétricos, pois se referem a hipoteses
sobre paradmetros populacionais.

No caso dos Intervalos de Confianga, busca-se “cercar” o parametro
populacional desconhecido. Ja no teste de hipétese, formula-se uma hipotese
quanto ao valor do parametro populacional, e pelos elementos amostrais faz-
se um teste que indicara a aceitagao ou rejeicdo da hipotese formulada.

PRINCIPAIS CONCEITOS

Veremos em seguida, os principais conceitos que usaremos no estudo
sobre teste de hipoteses: Hipotese Estatistica, Testes de Hipoteses, Tipos de
Hipoteses e Tipos de Erro.

HIPOTESE ESTATISTICA

E uma suposicdo quanto ao valor de um parametro populacional,
ou quanto a natureza da distribuicdo de probabilidade de uma variavel
populacional.

Aqui serdo apresentados os testes referentes aos pardmetros da
populagéo.

Ex: a) A altura média da populagéo brasileira € 1,65 m, ou seja: H: = 1,65m .

Estatistica Paramétrica - Teste de Hipdteses
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a) A proporgao de piauienses com a doenga y é 40%, ou seja: H:p =
0,40.

TESTE DE HIPOTESE

E uma regra de decisdo para aceitar ou rejeitar uma hip6tese
estatistica com base nos elementos amostrais.

TIPOS DE HIPOTESE

Hipétese nula é a hipotese estatistica a ser testada e sera designada
por H, e por H, a hipétese alternativa. A hipotese nula € expressa por uma
igualdade, enquanto a hipotese alternativa por uma desigualdade.

Exemplos:

a) H,: u=1,65m. Originara um teste

H,: u #1,65m. Bicaudal

b) H,: = 1,65m. Originara um teste
H,: u > 1,65m. Unicaudal a direita

¢) H,: u = 1,65m. Originara um teste
H,: u < 1,65m. Unicaudal a esquerda

TIPOS DE ERROS

Ao testar uma hipodtese estatistica, podemos cometer dois tipos de
erro. Pode-se rejeitar uma hipotese, quando ela é, de fato, verdadeira, ou
aceitar uma hipétese quando ela é, de fato, falsa. A rejeicdo de uma hipotese
verdadeira é chamada “erro tipo I”. A aceitagdo de uma hipoétese falsa constitui
um “erro tipo II”.

As probabilidades desses dois tipos de erros sdo designadas,
respectivamente, pela probabilidade do erro tipo | € denominada “nivel de
significancia” do teste. Resumindo, temos:

Erro tipo I: rejeitar H, sendo H, verdadeira;
Erro tipo II: aceitar H,, sendo H, falsa.
A faixa de valores da variavel de teste que leva a rejeigéo de H; €
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denominada de regiao critica (R.C.) do teste. A faixa restante constitui a
regidao de aceitagao (R.A.)

Passos para realizagao dos testes de hipoteses (significancia)

O procedimento para realizagéo dos testes de significancia é resumido
nos seguintes passos:

1. Enunciar as hipoteses H, e H,. Primeiramente, vamos estabelecer as
hipéteses nula e alternativa.

2. Definir o nivel de significancia ( o ) e identificar a variavel do teste; o
nivel de significancia de um teste é dado pela probabilidade de se cometer
erro tipo I. Com o valor desta probabilidade fixada, vocé pode determinar o
chamado valor critico, que separa a regido de rejeicdo da hipotese H da
regido de aceitagcao da hipotese H,.

3. Usando as tabelas estatisticas e considerando o e a variavel do teste,
determinar as RC (regido critica) e RA (regido de aceitagdo) para H;

Na figura abaixo, as areas hachuradas correspondem a significancia
do teste, ou seja, a probabilidade de se cometer o erro tipo | (rejeitar H, quando
ela é verdadeira). Esta probabilidade é representada por a e o complementer
dela, que é chamado de nivel de confianga,por 1 - a.

Unilateral a direita Unilateral a esquerda
Hy o= u, Hy: i =1
H:w>u, Hiw <u,

o
RA ¢ RA
RC RC

Bilateral a

Hy: w=u, % 2

H1Z U :/é:uo RA

RC RC
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4. Com os elementos amostrais, calcular o valor da variavel do teste;

Dependendo da variavel, temos:

Onde: x é a média amostral

Lt € a média populacional

S é o desvio padrdao amostral

o é o0 desvio padrao populacional
n é o tamanho da amostra.

5. A concluséo pela aceitagdo ou rejeicédo de H; pela comparagao do valor

obtido no passo anterior com RA e RC.
Para tomar a decisdo, vocé deve observar a estimativa do teste

estatistico ja calculado no item anterior, para rejeitar ou nao a hipotese H,.

Se o valor da estatistica calculado (z_, ou t_ ) estiver na regido critica

cal cal

(de rejeigéo), rejeita-se H , caso contrario, aceita-se H , ou seja, se estiver na

regido de aceitagao, aceita-se H,.

Quando trabalhamos com
amostras grandes, ou seja,
n > 30, a distribuicdo de z
e t de student apresentam
comportamentos proximos
e valores da estatistica
proximos também.

Teste de hipotese para a média populacional

Quando vocé retira uma amostra de uma populagéo
e calcula a média desta amostra, € possivel verificar se a
afirmacado sobre a média populacional é verdadeira. Para
isso, basta verificar se a estatistica do teste estara na regiao
de aceitagéo ou de rejeigédo da hipotese H,.

Aqui vocé vera duas situagdes diferentes:

12.) Se o desvio padréo da populagéo é conhecido ou a amostra é considerada

grande (n > 30), a distribuicdo amostral a ser utilizada sera a normalou z e a

estatistica — teste que vocé utilizara — sera:

o 4.3

Onde X : média amostral; 1 : média populacional; ¢: desvio padr&o populacional

e n: tamanho da amostra.



22.) Agora, se vocé nao conhece o desvio padrdo populacional e a amostra
for pequena (n < 30), entdo, a distribuicdo amostral a ser utilizada sera a ¢ de
student, e a estatistica — teste sera:

t=

Onde X : média amostral; ¢ : média populacional; S: desvio padrdo amostral
e n: tamanho da amostra.

Aplicagoées:

a) O desvio padrédo de uma populagdo é conhecido e igual a 22
unidades. Se uma amostra de 100 elementos, retirada dessa populagéo,
forneceu x = 115,8, podemos afirmar que a média dessa populagao é inferior
a 120 unidades, ao nivel de 5% de significancia? Qual a significancia do
resultado obtido, face as hipotese testada?

Solugao:

1°) Testando as hipoteses
Hy:pu=120
Hiopu <120

2°) A variavel do teste seraz e o = 0,05

3°) z tabelado

0,05

RC
1,64 0

4°) Calculo de z_,

115,8-120  -42
Zy= =55 =-191

V100
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5°) Conclusao
Como z_, z ., ou seja, -1,91 € RC, entdo se rejeita H,. Portanto,
podemos afirmar que, nesse nivel de significancia, que a média da populagao

é inferior a 120 unidades.

b) Os dois registros dos ultimos anos da UAPI atestam para os
calouros admitidos uma nota média 115 (teste vocacional). Para testar a
hipétese de que a média de uma prova é a mesma, tirou-se, ao acaso, uma
amostra de 20 notas, obtendo-se média 118 e desvio padrao 20. Admitir que
o = 5% = 0,05, para efetuar o teste.

Solugéo:
1°) Hyw=115
H:u# 115

2°) o = 0,05 e a variavel do teste é “t” com
p=20-1=19g.l

3°)

118-115

4)t,= —20 =067

V20
5°) Comot_ € RA, ou seja, -2,093 < 0,67 < 2,093 , ndo se pode rejeitar H: p
= 115cm com esse nivel de significancia, ou seja, se aceita que a verdadeira
meédia populacional é igual a 115.

Teste de hipoétese para variancias
As mesmas ideias apresentadas no caso do teste resultaram em uma

meédia que pode ser utilizada para se realizar testes envolvendo a variancia
da populagao. Assim, iremos testar as hipoteses
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. -— 2
H,: 0% =0,
. 2
H, 0,# 0,
2 2
0 <o,

2 2
O'>O'0

A variavel de teste deverd ser a varidncia da amostra, definida
anteriormente, pois € o estimador justo da variancia populacional, conforme
ja visto. Sendo normal a distribuigao da populacéo, a quantidade (N - 1).S?/
tem distribuigdo x> com (n — 1) graus de liberdade. Logo, supondo verdadeira
a hipétese H,, ou seja, admitindo que a variancia da populagéo seja igual ao
valor testado S ?, podemos escrever:

., (m-1)8
X cal N 4.5
60

Onde: n: tamanho da amostra; S2: variancia amostral e ¢%: valor da hipotese
nula.

Aplicacgao:
Para testar a hipotese de que a variancia de uma populagao € 25,
tirou-se uma amostra aleatéria de 25 elementos, obtendo-se S? = 18,3.

Admitindo-se a = 0,10, efetuar o teste de significAncia unicaudal a esquerda.

1°) H,: 02 = 25
H,: 0 <25

2°) o = 0,10; variavel x> com ¢ =25-1=24g.l.

3°)
0,10
¢0=24
RC RA X’
X, =15,7

Estatistica Paramétrica - Teste de Hipdteses
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) X, = (25-1).183 _ 17,56
25
5°) Como x?

nivel de significancia de 10%, ou seja, se aceita a hipotese de que a variancia

15,7, ou seja, x* , € RA, nédo se pode rejeitar H: 0> = 25 ao

cal |

da populacéo é igual a 25.
Teste de hipotese para proporgdes

Ja sabemos que, ao realizarmos indugdes sobre uma proporgao
populacional p, devemos nos basear na proporgdo observada na amostra f.
Sabemos, também, que podemos aproximar a distribuicdo amostral de f pela
distribui¢do normal de média p e desvio padréo VP(1-P)/, . Isso nos permite
realizar facilmente testes envolvendo propor¢des populacionais, de forma
analoga ao que foi visto para os testes de uma média. Para a realizagéo
desse teste, temos:

1°) Hy:p =p,
H,: p#p,
P> P
P< P

2°) Fixar a. Escolher a variavel normal padréo z.

3°) Com o auxilio da tabela de distribuigdo normal padréo, determina-se RA
e RC.

4°) Calcular o valor da variavel:

— f' Po
l po(l - po) 4.6

n

onde: f'= frequéncia relativa do evento na amostra,
p, = valor da hipotese nula,
n = tamanho da amostra.

5°) Conclusodes:

Se z_, ¢RA, entdo aceita-se H , ou seja, ndo se pode rejeitar H,.
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Se z_, ¢ RC, entdo rejeita-se H , ou seja, ndo se pode aceitar H .

cal

Aplicagao:

As condi¢bes de mortalidade de uma regido sé&o tais que a proporgao
de nascidos que sobrevivem até 60 anos é de 0,6. Testando essa hipotese ao
nivel de 5%, em 1000 nascimentos amostrados aleatoriamente, verificou-se
530 sobreviventes até 60 anos.

Solugao:
1°)H,:p=0,6
H,:p#0,6

2°) a. = 0,05 e a variavel escolhida, é a normal z.

3°) Determinagéo da RA e RC

0,025 RA 0,025
RC RC 7
_ 1,96 0 1,96
40) anl
S 053-0,6
@ p(l-p)  [0.,6(I-0.6) =442
v n 1000

5°) Como z_, ¢ RC, rejeita-se H , concluindo-se ao nivel de 5%, que a

|
verdadeira proporgéo de sobreviventes é diferente de 0,6, ou seja, p # 0,6.

Estatistica Paramétrica - Teste de Hipdteses
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EXERCICIO

1) Uma amostra de 25 elementos resultou em média de 13,5 com desvio
padrao 4,4. Efetue o teste ao nivel de 0,05 para a hipétese que y = 16 contra
M # 16.

2) Retirando-se uma amostra de 15 parafusos, obtiveram-se as seguintes
medidas para seus didmetros:

10 10 10 11 11 12 12 12 12
13 13 14 14 14 15

Teste HO : p =12,5 contra y # 12,5; y > 12,5. Adotando a = 0,05.

3) Um laboratério fez 8 determinagdes da quantidade de impurezas em
porcbes de certo composto. Os valores eram: 12,4; 12,6; 12,0; 12,0 12,1;
12,3 12,5 e 12,7 mg.

a) Estime a variancia de impurezas entre porgoes.

b) Teste a hipétese de que a variancia é 1, ao nivel de a = 0,05 Contra H,: ¢*

<1.

4) Suponha X = N(u,0°) em que u e o’ sdo desconhecidos. Uma amostra
de tamanho 15 forneceu 2x, = 8,7 e 2x°, = 27,3. Teste a hipétese de que a
variancia da populagao € 4. Adote o = 1%. (Teste uni e bicaudal).

5) Uma amostra de 500 eleitores selecionados ao acaso da 52% ao Partido
Democratico. Poderia esta amostra ter sido retirada de uma populagao que
tivesse 50% de eleitores democratas? Admita o = 0,05.

6) Uma pesquisa revelou que das 500 donas de casa consultadas, 300

preferiram o detergente A. Teste a hipotese ao nivel de 0,04 para H: p = 0,5,
contraH,:p #0,5.
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UNIDADE 05

Estatistica nao Paramétrica

Resumindo

Nesta unidade, vemos as técnicas da Estatistica Ndao Paramétrica que sdo, particularmente,
adaptaveis aos dados das ciéncias do comportamento. A aplicagdo dessas técnicas ndo exige
suposicdes quanto a distribuicdo da populagdo da qual se tenha retirado amostras para analise.
Contrariamente ao que ocorre na Estatistica Paramétrica, onde as varidveis sdo, na maioria das
vezes, intervalares, como foi visto nas unidades 3 e 4, os testes ndo paramétricos sdo extremamente

interessantes para analises de dados qualitativos.







INTRODUGAO

ESTATISTICA NAO PARAMETRICA

As técnicas da estatistica ndo-paramétrica sado, particularmente,
adaptaveis aos dados das ciéncias do comportamento. A aplicagdo dessas
técnicas ndo exige suposicdes quanto a distribuicdo da populacédo da qual
se tenha retirado amostras para analises. Podem ser aplicadas a dados que
se disponham simplesmente em ordem, ou mesmo para estudo de variaveis
nominais. Contrariamente ao que acontece na estatistica paramétrica, onde
as variaveis sao, na maioria, intervalares, como visto nas unidades 3 e 4. Os
testes ndo - paramétricos sao extremamente interessantes para analises de
dados qualitativos.

Os testes da estatistica ndo—paramétrica exigem poucos calculos e
sdo aplicaveis para analise de pequenas amostras (n < 30).

Como o préprio nome indica, a estatistica ndo - paramétrica independe
dos parametros populacionais (i, ¢°; o, p ...) e de suas respectivas estimativas
(x,8%S,f...)

TESTE QUI-QUADRADO
O mais popular teste ndo-paramétrico é o teste qui-quadrado, ou

teste de adequacéao do ajustamento.
Seja ¢ um experimento aleatorio. Sejam E,, E,, ..., E,, “K” eventos

associados a €. Admita que o experimento seja realizado “n” vezes.
Sejam F ., F ., F as frequéncias observadas dos “k” eventos.

01’ © 02’

Sejam Fe, Fe,, Fe, as frequéncias esperadas, ou frequéncias teoricas
dos “k” eventos.



Deseja-se realizar um teste estatistico para verificar se ha adequacao
de ajustamento entre as frequéncias observadas e as frequéncias esperadas.
Isto &, se as discrepancias (Fo,— Fe),i=1, 2, ... k, séo devidas ao acaso, ou
se de fato existe diferenca significativa entre as frequéncias.

Passos para efetuar o teste:

1. Enunciar as hipéteses H e H,.

H, afirmara n&o haver discrepancia entre as frequéncias observadas e
esperadas, enquanto H, afirmara que as frequéncias observadas e esperadas

sao discrepantes.

2. Fixar a. Escolher a variavel qui-quadrado com ¢ = k - 1. Lembrando que k
€ igual ao numero de eventos.

3. Com o auxilio da tabela x2, determinam-se RA e RC.

»X 2

2
0 g

4. Calculo do valor da variavel:

2 2 2
2 k (Fe,-Fe,) _ (Fel'Fel) (Fek'Fek)
= < = 4+ 4 W
X 2 Fe, Fe, Fe, 5.1
5. Conclusao
Se x?_< x?_ , ndo se pode rejeitar H,, ou seja, as frequéncias
p 0

observadas e esperadas ndo sao discrepantes.

2 2 - , ,
Se x> x?,, rejeita-se H,, concluindo-se com o risco que a

|
discrepancia entre as frequéncias observadas é esperada. Ou seja, ndo ha

adequacéao do ajustamento.
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Aplicagées:

1. Em 100 lances de uma moeda, observaram-se 65 coroas e 35 caras. Testar

a hipotese de a moeda ser honesta, adotando-se a = 5%.
Solucgao:

1. H,: Amoeda é honesta
H,: A moeda n&o é honesta

2. o= 5%. Escolhe-se uma x?,, pois
k=2-1=1.

3. Determinacao da RC e RA.

f(x%)
5%
RA
RC
XZ
0 3,84
4. Calculo do valor da variavel
Eventos Cara Coroa
F. observadas 35 65
F. esperadas 50 50
chm: 2%:1 (FO, - Fe) _ (35-50) n (65 - 50) _g .

Fe 50 50

i

2

5. Conclusao:

2
Como x?

risco de 5%, que a moeda nao é honesta.

2 3,84, ou seja, x2_, € RC, rejeita-se H, concluindo-se, com

Estatistica ndo Paramétrica



TESTE QUI-QUADRADO PARA INDEPENDENCIA OU ASSOCIAGAO

O teste qui-quadrado de
associagédo ¢é aconselhavel
quando o tamanho da
amostra é razoavelmente
grande e deve ser aplicado
com maior cuidado se
existem frequéncias
esperadas (Fesp) menores
do que 5. Nestes casos,

a solugéo é juntar classes
adjacentes, evitando-se
que Fesp< 5.

O teste qui-quadrado tem uma aplicagédo importante
quando se quer estudar a associagao ou independéncia,
entre duas variaveis. A representacado das frequéncias
observadas é dada por uma tabela de dupla entrada ou
tabela de contingéncia.

O calculo das frequéncias esperadas fundamenta-
se na definicdo de variaveis aleatérias independentes,
conforme visto em variaveis aleatoérias. Isto é: diz-se que X
e Y sao independentes se a distribuicdo conjunta de (X,Y)
€ igual ao produto das distribuigdes marginais de X e de
Y. Isto é:

P(x, y) = p(x;) .p(y) paratodoie j.

Passos para efetuar o teste:

1. H,: as variaveis s&o independentes, ou as variaveis nao estéo associadas.

H,: as variaveis s&o dependentes, ou as variaveis estdo associadas.

2. Fixar a. Escolher a variavel qui-quadradocom ¢ = (L—1) (C—1)onde L =

n° de linhas da tabela de contingéncia, e C = n° de colunas.

3. Com o auxilio da tabela x2, determinam-se RA e RC.

¢

RC

sup



4. Calculo do valor da variavel.
(Foi' - Fei)z
chal = 26:1 chzl T

v

onde cada Fe, € determinado por:

__ (soma da linha i) (soma da coluna ;)

Fe,

v total de observagdes

5. Conclusao

Se x?_, ¢ RA, n&o se pode rejeitar H, isto &, ndo se pode dizer que as
variaveis sejam dependentes.

Se x?_, ¢ RC, rejeita-se H, ou seja, concluindo-se com risco a que as
variaveis sao dependentes, ou estdo associadas.

Aplicagao:

Testar ao nivel de 5% se ha dependéncia entre as preferéncias por sabor da
pasta de dentes e o bairro.

Sabor da pasta Bairros >
A B C

Liméo 70 44 86 200

Chocolate 50 30 45 125

Hortela 10 6 34 50

Outros 20 20 85 125

> 150 100 250 500

Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006: pag.231.
Solucgao:

1. H,: A preferéncia pelo sabor independente do bairro.
H,: A preferéncia pelo sabor depende do bairro.

2. o= 5%. Escolher um x2 com:
®=(4-1).(3-1) =6 gl.
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3.RA e RC
A 0=06
5%
RA
RC
0 12,6 g

4. Calculo do valor da variavel.
A tabela das frequéncias esperadas é dada por:

Sabor Bairros
A(1) B(2) C(3)
(1) Limao 60 40 100
(2) Chocolate 37,5 25 62,5
(3) Hortela 15 10 25
(4) Outros 37,5 25 62,5

Onde, por exemplo,

__ (soma da linha 1) (soma da coluna 1)

Fe, =
total de observacdes
150) (200
Fe, = U0 _ ¢,
500
(soma da linha 4) (soma da coluna 3)
Fe, =

total de observagdes

125) (150
Fe, = L0 _ 65 5
500

Assim:

¢ = (70-60)'  (50-3557, (10-15)°  (20-37.5) (44-40)' (30-25)
@ 60 37,5 15 37,5 40 25

(6 - 10)° (20-257 | (86-100)  (45-62,57 (34-25)  (85-62,5)
o T T3 T o0 62,5 25 625 37,88

5. Conclusao
Como x?_ € RC, rejeita-se H, concluindo-se, com risco de 5%, que ha
dependéncia entre sabor da pasta de dentes e o bairro.
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TESTE DOS SINAIS

E utilizado para analise de dados emparelhados (o0 mesmo individuo é
submetido a duas medidas). E aplicado em situacdes em que o pesquisador
deseja determinar se duas condi¢des sao diferentes.

A variavel em estudo podera ser intervalar ou ordinal. O nome “teste
dos sinais” se deve ao fato de serem utilizados os sinais “mais” e “menos”,
em lugar dos dados numéricos. Assim, se houve alteragdo para maior, usa-se
(+), se para menor, (-). Nao havendo alteragao, atribui-se (0). Para o teste,
desconsideram-se os casos de empates, ou seja, os pares em que foram
atribuidos zeros.

A “légica” do teste é que as condi¢gdes podem ser consideradas iguais
quando as quantidades de “+” e “-* forem aproximadamente iguais. Isto &, a
proporgao de sinais “+” equivale a 50%, ou seja: p = 0,5.

Procedimento para realizacao do teste:

1. H,: ndo ha diferenga entre os grupos, ou seja: P = 0,5.
H,: ha diferenga, ou seja: uma das alternativas
p#(a)
p > (b)
p<(c)

2. Fixar a. Escolher a distribuicdo N(0,1) se n > 25, ou binomial se n < 25.

3. Com o auxilio da tabela, determina-se R4 e RC (para n > 25), caso n <25
utiliza-se a distribuicdo binomial.
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4. Calculo do valor da variavel (n > 25)

_y-np

Z
“ \npq 5.3

onde: y = numero de sinais “+”.
n = tamanho da amostra descontados os empates.
p=05eq=1-p=2035

5. Conclusoes:

Se z_, ¢ RA, néo se pode rejeitar H. Se z_, € RC, rejeita-se H,

cal cal

concluindo-se, com risco «, que ha diferenga entre os dois grupos, ou duas
condigdes.

Aplicagoes:

Sessenta alunos se matriculam num curso de inglés. Na primeira
aula, aplica-se um teste que avalia o conhecimento da lingua. Apds seis
meses, aplica-se um segundo teste. Os resultados mostram que 35 alunos
apresentaram melhora (35 “+”), 20 se conduziram melhor no primeiro teste
(20 “-”) e 5 n&o apresentaram modificacdes (5 “0”). Testar, no nivel de 5%, se
0 curso alterou o conhecimento de inglés do grupo de 60 alunos.

Solucgao:

1. H,: O curso n&o alterou (p = 0,5).
H,: O curso melhorou o conhecimento de inglés.

2. o = 5%, Variavel N(0,1)
3.R4AeRC

5%

RC
0 1,64
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Observe, devido ao enunciado de H,, que se optou pelo teste unicaudal a
direita. Caso H, fosse “piorou”, o teste seria unicaudal a esquerda.

4. Calculo do valor da variavel:

_35-55(05) _
Za = 1/55.(0,5).(0,5) 2,02
Ondey =35

n=2060-5=55p=qg=0>5

5. Concluséo:
Como z_, € RC, rejeita-se H , concluindo-se com risco de 5%, que o
curso melhorou o conhecimento de inglés.

TESTE DE MANN-WHITNEY

E usado para testar se duas amostras independentes foram retiradas
de populagdes com médias iguais. Trata-se de uma interessante alternativa
ao teste paramétrico para igualdade de médias, pois este teste ndo exige
nenhuma consideragdo sobre as distribuicbes populacionais e suas
variancias. Como ja vimos, o teste paramétrico para igualdade de médias
exige populacdes com distribuicdes normais de mesma variancia. Este teste
podera ser aplicado para variaveis intervalares ou ordinais.

Procedimento:

a) Considerar n, = n° de casos do grupo com menor quantidade de
observagoes e n, = n° de casos do maior grupo.

b) Considere todos os dados dos dois grupos e coloque-os em ordem
crescente. Atribua primeiro ao escore que algebricamente for menor e
prossiga até N =n, +n,.

As observacdes empatadas, atribuir a média dos pontos
correspondentes:

c) Calcular R, = soma dos postos do grupo n,.

R, = soma dos postos do grupo n,,
d) Escolher a melhor soma entre R, e R,
e) Calcular a estatistica:

n,(n,+1 _ n,(n,+1)
W, =n.n, + % - Rl 5.4 ou L, =n.n,+ - B - R2 5.5
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Teste:

1. H,: n&o ha diferenca entre os grupos.
H,: ha diferenca.

Para n,, n, < 10 ha tabela propria.

2. Fixar a. Escolher a variavel N(0,1).

3. Com o auxilio da tabela N(0,1) determinam-se RA e RC.

4. Calculo do valor da variavel.

7 - B - ()

cal cs(u)

onde: n, .n, 5.7
m(w) = =5

f n,.n,(n,+n,+1)
G(u) — 3 5.8

5. Conclusao:

Se z_, ¢ R4, néo se pode rejeitar H,.

|
Se z_, € RC, rejeita-se H,, concluindo, com risco a, que ha diferenca

entre os grupos.
Aplicacao:

Determine no nivel de 10%, se as vendas médias de dois “shopping
centers” sao diferentes.
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Solugao:

Shopping A Shopping B
(em 10° R$) (em 10° R$)
10 22
18 17
9 15
8 10
2 7
11 7
4 8
3 14
9 15
12 -
10 -
a)n, =9 (shopping B) e n, = 11
b) Postos de todas as vendas.

A B
11° 20°
19° 18°
8,5° 16,5°
6,5° 11°

1° 4,5°
13° 4,5°
3° 6,5°
2° 15°
8,5° 16,5°
14°

11°

Soma = 97,5 112,5
R,=112,5

c)R,=097,5

d) Escolher R, = 97,5
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11.(11+1)

e)u,=9.(11) + —=

-97,5=67,5

Teste:

1. H,: as vendas s&o iguais.
H,: as vendas s&o diferentes.

2. o = 10%. Escolher N(0,1)

3. Com o auxilio da tabela:

-1,64 0 1,64

4. Calculo do valor da variavel

(11
)= 240495
9.(11)(9+11+1
c(u)=1/%)= 13,16
67,5-49,5
anl = W: 1,37

5. Concluséo:
Como z_, € RA, néo se pode rejeitar a hipotese de que as vendas séo
iguais.

TESTE KRUSKAL-WALLIS
Este teste é extremamente Util para decidir se £ amostras (k > 2)

independentes provém de populacdes com médias iguais. Podera ser
aplicado para variaveis intervalares ou ordinais.

unidade 05



Procedimento:

a) Dispor, em ordem crescente, as observagdes de todos os k grupos,
atribuindo-lhes postos de 1 a n. Caso haja empates, atribuir o posto médio.

b) Determinar o valor da soma dos postos para cada um dos k grupos:
R i=1,2,3, ..,k

¢) Realizar o teste:

1) H,: As médias séo iguais.
H,: Ha pelo menos um par diferente.

2) Fixar a. Escolher uma variavel qui-quadrado com ¢ =k - 1.

3) Com auxilio da tabela qui-quadrado, determinam-se R4 e RC.

o=K-1

RC
0 X

X

sup

4) Calcula-se a estatistica:

R 2
2o s B3 s

H= n(ntl) - ==

5) Concluséao:

Se H € R4, n&o se pode rejeitar H,..

Se H, € RC, rejeita-se H, concluindo-se com risco a que ha diferenca
entre as médias dos k grupos.

Aplicagao:
Testar, no nivel de 5%, a hipétese da igualdade das médias para os

trés grupos de alunos que foram submetidos a esquemas diferenciados de
aulas. Foram registradas as notas obtidas para uma mesma prova.
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Aulas expositivas

Aulas com recursos
audiovisuais

Aulas através de
ensino programado

65 60 61
62 71 69
68 66 67
70 63 72
60 64 74
- 59 -
Solucgéo:
Atribuem-se postos as notas:
Postos
Aulas Aulas com recursos Aulas através de
Expositivas audiovisuais ensino programado
8° 2,5° 4°
5° 14° 12°
11° 9° 10°
13° 6° 15°
2,5° 7° 16°
- 10 -
> =395 > =395 > =57

1) H,: as notas médias s&o iguais.

H,:as notas médias séo diferentes.

2) o = 5%. Escolhe-se uma distribuicdo qui-quadrado com 2 gl, pois

0=k-1=3-1=2,

3) Com auxilio da tabela da distribuigdo determinam-se R4 e RC.
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A 0=2
5%
RA
RC
0 5,99 g

4) Calculo da estatistica H .

12 [(39,5)2 39,5y, (57)

H=fiemn-L s "7 t75 1-3.06+D

H=2290
5) Concluséao:

Como H € R4 , n&o se pode rejeitar H,. Assim, as notas médias podem
ser consideradas iguais, ao nivel de 5%.

EXERCICIO

1) Uma moeda é langada 200 vezes e verifica-se 110 caras e 90 coroas. Teste
a honestidade da moeda, sendo a = 0,10.

2) O numero de livros emprestados por uma biblioteca, durante uma
determinada semana, esta indicado a seguir. Teste a hipotese de o numero
de livros emprestados nao depender do dia da semana, sendo a = 0,01.

Dias da semana Seg Ter Qua Qui Sex

N° de livros

110 135 120 146 114
emprestados

3) Teste (a = 5%) se ha alguma relacdo entre as notas escolares e o salario.

Estatistica ndo Paramétrica



Notas Escolares

O — 2> >» 0m

Alto 18 17 5
Médio 26 38 16
Baixo 6 15 9

4) Para a situagéo abaixo, aplique o teste dos sinais. Adote o = 2,5%.

Individuos submetidos a um programa de dieta

Peso (kg) Pré-dieta Peso (kg) Pés-dieta Continuagao

48
55 50

50

49
63 65

51

90
78 78

91

93
81 79

85

90
68 70

90

56
58 57

58

66
60 58

64

67
60 62

68

5) Use o teste de Mann-Whitney para determinar se a média do grupo X é

maior do que a média do grupo Y. Adote a = 1%

X:63 65 70 48 50 81 88 99 35 47 75 85 61

Y:90 50 60 70 40 38 89 47 51 65 87.
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Correlacao e Regressao Linear

Resumindo

Nesta unidade, abordamos um conteddo muito importante para verificar se existe relacdo entre
duas ou mais variaveis. A verificagdo da existéncia e do grau de relagdo entre variaveis é do objeto
de estudo da correlagdo. Depois de caracterizada, procura-se descrever uma relacdo de forma
matematica, através de uma fungdo. A estimacgdo dos parametros dessa fungdo é objeto de estudo

da regressao.







LINEAR

INTRODUGAO

Frequentemente, procura-se verificar se
existe relagdo entre duas ou mais variaveis. O peso,
por exemplo, pode estar relacionado com a idade
das pessoas; o consumo das familias pode estar
relacionado com sua renda; as vendas de uma
empresa e os gastos promocionais podem relacionar-
se, bem como a demanda de um determinado produto
e seu precgo. A verificagdo da existéncia e do grau
de relagdo entre variaveis é objeto de estudo da
correlagao.

Uma vez caracterizada, procura-se descrever
uma relagédo sob forma matematica, através de uma
funcdo. A estimacado dos parametros dessa fungéao
matematica é o objeto da regressao.

CORRELAGAO LINEAR SIMPLES

CORRELACAO E REGRESSAO

Nota: Para que uma
relagdo possa ser

descrita por meio de ,

é imprescindivel que

ela se aproxime de

uma fungéo linear. Uma
maneira pratica de
verificarmos a linearidade
da relagdo é a inspegéao
do diagrama de disperséo:
se a elipse apresenta
saliéncias ou reentréncias
muito acentuadas,
provavelmente, trata-se de
correlagdo curvilinea.

O objetivo principal do estudo da correlagdo é medir e avaliar o grau

de relagdo existente entre duas variaveis aleatérias. Assim, por exemplo,

podemos medir se a relagdo entre o nimero de filhos de uma familia e sua

renda é forte, fraca ou nula.

A correlagdo linear procura medir a relagao entre as variaveis X e Y

através da disposigéo dos pontos (X, Y) em torno de uma reta.

Correlacdo e Regressao Linear



Medida de Correlagao

O instrumento de medida da correlagao linear é dado pelo coeficiente
de correlagéo de Pearson:

Ty - X2y
n 6.1

iz B (s, G

Ixy =

Onde: n = numero de observacgdes.

Simbolos comumente utilizados:

Sxy = Zxv - E)ZZY =2(v-9).(x-%)

P
Sxy = Z(X-i)z = 2x - iz—rz(l

Sxy = Z(Y.?)z = Yv- @

n

O campo de variagao do coeficiente r situa-se entre -1 e +1.

-1 < Py < 1 6.2

Sua interpretacéo dependera do valor numérico e do sinal.

Nota:
Para podermos tirar algumas conclusées significativas sobre o
comportamento simultdneo das variaveis analisadas, é necessario que:

0,6<]r,|<1

Se 0,3 <]r,,| < 0,6, ha uma correlagéo relativamente fraca entre as
variaveis.

Se 0=<]r,,| <0,3, a correlagdo & muito fraca e, praticamente, nada podemos
concluir sobre a relagao entre as variaveis em estudo.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Correlagao Linear Positiva

A correlacado sera considerada positiva se valores crescentes de X
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estiverem associados a valores crescentes de Y, ou valores decrescentes de
X estiverem associados a valores decrescentes da variavel Y.

Correlagao Linear Perfeita Positiva

Essa correlagédo corresponde ao caso anterior, s6 que os pontos (X,
Y) estdo perfeitamente alinhados.

A

Y

v

Correlagao Linear Negativa
Essa correlagdo é considerada negativa quando valores crescentes

da variavel X estiverem associados a valores decrescentes de Y, ou valores
decrescentes de X estiverem associados a valores crescentes da variavel Y.

Correlagdo e Regressao Linear
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-1 SrXYSO

Correlagao Linear Perfeita Negativa

Quando os pontos estiverem perfeitamente alinhados, mas em sentido
contrario, a correlagéo é denominada perfeita positiva.

°
v

Correlagao Nula

Quando nao houver relagao entre X e Y, ou seja, quando as variagoes
de X e Y ocorrerem independentemente, ndo existe correlagao entre elas.

Y

A
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Calculo Pratico do Coeficiente de Correlagao Linear

Para o calculo do coeficiente de correlagdo, €& conveniente a
construgao de uma tabela, onde, a partir dos valores X e Y, sdo determinadas
todas as somas necessarias.

Y X Xz Y? XY
2y 2X X 27 2XY
Exemplo 1:

Calcular o coeficiente de correlagao linear entre as variaveis X e Y,

usando os dados da tabela abaixo:

Tabela 6.1
Y 10 8 6 10 12
X 2 4 6 8 10
Fonte: Estatistica Basica: Toledo, Geraldo Luciano, pag. 416.
Solugao:
Tabela 6.2
Y X Xz Y? XY
10 2 4 100 20
8 4 16 64 32
6 6 36 36 36
10 8 64 100 80
12 10 100 144 120
46 30 220 444 288
n=

Correlagdo e Regressao Linear



12

288 . 3016
5 == =
N 1200-C0 1 [444.(46) ) [40)20.8)

Ixy =

9

O resultado mostra que a correlagéo linear entre as variaveis X e
Y é positiva (quando X cresce linearmente, Y também cresce linearmente),
porém, é baixa.

Exemplo 2:

A tabela seguinte mostra os resultados de uma pesquisa com 10
familias de determinada regiao:

Tabela 6.3
Familias Renda Poupanca Numero de Média de
(R$ 100) (R$ 1000) filhos anos de
estudo da
familia
A 10 4 8 3
B 15 7 6 4
C 12 5 5 5
D 70 20 1 12
E 80 20 2 16
F 100 30 2 18
G 20 8 3 8
H 30 8 2 8
I 10 3 6 4
J 60 15 1 8

Fonte: Estatistica Basica: Toledo, Geraldo Luciano, pag. 417

a) Calcular o coeficiente de correlagao linear entre renda familiar e a
poupancga das dez familias.

Solugao:
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Tabela 6. 4
Renda (Y) | Poupanga (X) G Y2 XY
10 4 16 100 40
15 7 49 225 105
12 5 25 144 60
70 20 400 4900 1400
80 20 400 6400 1600
100 30 900 10000 3000
20 8 64 400 160
30 8 64 900 240
10 3 9 100 30
60 15 225 3600 900
407 120 2152 26769 7535
7535 . (407)(120)
rxy = 10 = 0,9835

\/ [2152- (1207 [ 26769 - 407
10 10

Este resultado r,, = 0,9835 revela uma forte correlagé@o linear entre
renda e poupanga familiar. O sinal do coeficiente mostra que as duas variaveis @

variam no mesmo sentido.

b) Calcular o coeficiente de correlagao linear entre renda e numero de

filhos para as dez familias.

Solugao:
Tabela 6.5

Renda (Y) | N°de filhos (X) Xz Y? XY
10 8 64 100 80
15 6 36 225 90
12 5 25 144 60
70 1 1 4900 70
80 2 4 6400 160
100 2 4 10000 200
20 3 9 400 60
30 2 4 900 60
10 6 36 100 60

Corrda;éo : Regressao e _



60 1 1 3600 60

407 36 184 26769 900

900 407)36)
Iy = 10 — 0,7586
\/[184- B9 1126769 - 40D
10 10

Este resultado r,, = -0,758 revela uma correlagdo forte e inversa
(negativa), ou seja, as familias com maiores rendas tém menor ndmero de
filhos.

REGRESSAO LINEAR SIMPLES

A anédlise de regressdo tem como objetivo descrever, através de
um modelo matematico, a relagdo existente entre duas variaveis, a partir
de n observagdes dessas variaveis. Supondo X a variavel explicativa e Y a
variavel explicada, dizemos que Y = f(x), ou seja, a variavel Y € uma fungéo da
variavel X. Em regresséo, considera-se apenas a variavel Y como aleatéria e
a variavel X como supostamente sem erro. Entéo, a relagdo entre X e Y ndo é
regida apenas por uma lei matematica, ou seja, para um dado valor de x, ndo
observaremos necessariamente o mesmo Y. Portanto, a relagdo entre X e Y
devera ser escrita como segue: Y = f(x) + e, onde a variavel e captara todas
as influéncias sobre Y néo devidas a X.

Dado um conjunto de valores observados de X e Y, construir um
modelo de regresséo linear de Y sobre X tendo como objetivo obter, a partir
desses valores, uma reta que melhor represente a relagao verdadeira entre
essas variaveis. A determinagdo dos parametros dessa reta € denominada
ajustamento.

O processo de ajustamento deve partir da escolha da fungéo através
da qual os valores de X explicardo os de Y. Para tanto, recorre-se a um grafico
conhecido como diagrama de dispersao. O mesmo é construido anotando,
em um sistema de coordenadas retangulares, os pontos correspondentes
aos pares de observagdes de X e de Y.

A reta ajustada é representada por \A( =a + bX,onde aeb sao os
parametros do modelo; a € o ponto onde a reta ajustada corta o eixo da
variavel Y, e b é a tangente do angulo que a reta forma com uma paralela
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ao eixo da variavel X. A reta ajustada é denominada, também, reta de
minimos quadrados, pois os valores de a e b sdo obtidos de tal forma que é
minima a soma dos quadrados das diferencas entre os valores observados
de Y e os obtidos a partir da reta ajustada para os mesmos valores de X.
Simbolicamente, temos:

Yeé= 2(37- Y)?=Y(Y—a— bX)? minima, onde: & =Y - Y.

Para obter os parédmetros a e b, aplica-se a condigao necessaria de
minimo a fungdo > (Y - \A()Z. Para isto, basta deriva-la com relagcéo a esses
parametros e igualamos as derivadas a zeros. As demonstragdes das formulas
vocé vera nas paginas 426 e 427 do livro: Estatistica basica, de Geraldo
Luciano Toledo. As formulas para o calculo dos parametros a e b séo:

Lo Xy o XX
Onde: Y_T e X‘T
ZXY-EXI;IEY 6.4
b=
s &)
n

Costuma-se usar os seguintes simbolos para diminuir o numerador e
denominador da expressao que definira o valor de b:

S — ZXY— EX.ZY
n

YXx

SYX

b= Sn

Sxx = Xx - (E—X)z
n

Podemos escrever, entao,

A

Y=a+bX 65

Aplicagoées:

1) Os dados abaixo se referem ao volume de precipitagdo pluviométrica (mm)
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e ao volume de producgao de leite tipo C (milhdes de litros), em determinada

regidao do pais.

Anos Producao de Leite indice Pluviométrico
C(1000.000 I) (mm)
1970 26 23
1971 25 21
1972 31 28
1973 29 27
1974 27 23
1975 31 28
1976 32 27
1977 28 22
1978 30 26
1979 30 25

Fonte: pag. 427, Estatistica Basica, Geraldo Luciano Toledo.

a) Ajustar os dados através de um modelo linear.

b) Admitindo-se, em 1980, um indice pluviométrico de 24 mm, qual

devera ser o volume esperado de producéao de leite tipo C?

Solucgéo:

a) Para efetuarmos os calculos necessarios ao ajustamento,

recorremos a uma tabela com 4 colunas, contendo os valores de Y, X, X2 e

XY em cada uma das colunas, como segue:

Tabela 6.7
Y X Xz XY
26 23 529 598
25 21 441 525
31 28 784 868
29 27 729 783
27 23 529 621
31 28 784 868
32 27 729 864
28 22 484 616
30 26 676 780
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30 25 625 750

2Y =289 XX =250 2X?=6310 2XY =7273

| — determinacao do valor do parametro b

Ty - 2X.2Y 7273 - (250)(289)
n

Svx 10 48
b= - - -2 o8
Sy (ZTXf 6310 - @ 60

S,, =48,5,=60 eb=0,8

Il — determinagao do parametro a

SV -obX =2 p XX 289 0250
a=Y-bX=Sr-b S =52 -08.57°-89

a=28,9

Il — equagao da reta ajustada
Y=a+bX=89+0,8, logo,
Y =38,9 +0,8X

b) Fazendo x = 24 mm, temos:
Y =8,9 +0,8.(24) = 28,1

Logo, de acordo com o modelo, podemos esperar 28,1 milhdes de
litros produzidos para um indice pluviométrico de 24 mm.

2) Uma empresa esta estudando a variagdo da demanda de certo

produto em fungéo do seu preco de venda. Para isso, levantou as seguintes
informacgoes:
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Tabela 6.8
Unidades vendidas Preco de venda
Meses
(Y) (X) por unidade
J 248 162,00
F 242 167,00
M 234 165,00
A 216 173,00
M 230 170,00
J 220 176,00
J 213 178,00
A 205 180,00
S 198 182,00
o] 195 187,00

Com base nestes dados, mostrar que a demanda do produto decresce
linearmente com o acréscimo de prego.

Solugao:
LY= 2201 Y XY = 381703
Y= 1740 Y X? = 303340
)? =174 ?= 220 1
381703 - (1740042200
- 0 — 219
303340 - (171‘80)2 )

a=220,1-(219).(174) = 601,4
Y = 601,4 — 2,19X

O resultado b = -2,19 significa que para cada unidade de variagcéo
positiva de prego (X), a quantidade procurada (Y) decresce 2,19 unidades.

O PODER EXPLICATIVO DO MODELO
Simbolo: R?

Também denominado coeficiente de determinacao, o poder explicativo
da regressdo tem como objetivo avaliar a “qualidade” do ajuste. Seu valor
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fornece a proporgéo da variagao total da variavel Y explicada pela variavel X
através da funcao ajustada. Assim, podemos expressar R? por:

2 _ bstX
R'= =" 66
Com0<R? <1
> b.Syx 6.7
R= 5

Com 0 < R2<100%

2

Onde: Sxx = Sx- @_n"l
2

Svy =2y - i—n}:;

Svx = T - @

Quando R? = 0, a variagédo explicada de Y é zero, ou seja, a reta
ajustada é paralela ao eixo da variavel X. Se R? for igual a 1, a reta ajustada
explicara toda a variagao de Y. Assim sendo, quanto mais préximo da unidade
estiver o valor de R?, melhor a “qualidade”do ajuste da fungéo aos pontos do
diagrama de dispersao e quanto mais proximo de zero pior sera a “qualidade”
do ajuste.

Se o poder explicativo for, por exemplo, 98%, isto significa que
98% das variagbes de Y séo explicadas por X através da fungao escolhida
para relacionar as duas variagdes e 2% sao atribuidas a causas aleatérias.

Observe o grafico abaixo.

Y ‘} A
Y=a+bX
o
/./
[}
./
_—
T X
0 R?2=1 ou 100%
bSYX:SYY
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Aplicacoes:

01) Calcular o poder explicativo da regresséo para os dados da tabela
6.8 do exemplo 2 da pagina 67.

Solugéo:
>X=39155 >Y=3.273,4
> X?=1.150.349,73 > Y?=_800.330,16
S, = 55.268,28 S,, = 34.962,48
b =0,971

Usando a férmula (6.6), obtemos:

Y
o o e
o o () ° @
» X
0 R?2=0 ou 0%
b=0 —— bSYX=0
Y %4
~ X
0
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O resultado mostra um excelente grau de ajuste da reta aos pontos.
A relagao linear obtida explica 98,9% das variagdes totais da variavel Y.
Somente 1,1% das variagbes de Y sao consideradas aleatérias caso seja
adotado o modelo linear.

02) Seja Y uma variavel que representa o valor do frete rodoviario
de determinada mercadoria e X a variavel distancia (em km) ao destino da
mercadoria. Uma amostra de 10 observagdes das variaveis apresentou os
seguintes resultados:

n=10 Y XY = 842.060
Y X =1.200 Y Y? = 4.713.304,03
Y'Y = 6.480,50 Y X2 = 186.400

a) Determine a regresséo: \A( =a+ bX.

b) Interprete os valores encontrados para a e b.

c) Calcule e interprete o poder explicativo da regresséo. Agora tente
resolvé-los e depois confira as respostas abaixo:

Respostas:

a)Y = 624,05 + 0,50X.

b) a = 624,05 = parte do frete que ndo depende da distancia; b = 0,50
= acréscimo no frete por quildmetro rodado.

¢) R?=0,311 ou 31,1%. A distancia explica muito pouco das variagdes
do frete.

03) Calcule o poder explicativo da regressdo usando os dados da
tabela 5.8 do exemplo 2.

Solugao:

SY =2.201 Y Y? = 487.403

Y X =1.740 Y X2 = 303.340
n=10 b=-219

(-2,19) .[303.340 -(1740)2] 278174
2 _ _ > _
R= 487,403 (2201) T 2962,90 0,939
7403 - —

ou R? = 93,9%. Ou seja, 93,9% das variagdes da demanda sé&o
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explicadas por variagdes de preco.

EXERCICIO

1) Com os dados da tabela 6.5, calcule o coeficiente de correlagao entre
a) Poupanca e N° de filhos.

b) Média dos anos de estudo e N° de filhos

c) Renda familiar e Média de anos de estudo.

2) A tabela abaixo apresenta informagdes sobre o custo de determinada
mercadoria, em reais, e a distancia em km do destino para onde deve ser

enviada.

Custo Distancia
125,8 229
134,8 287
127,0 209
122,8 174
123,4 190
122,2 196
122,5 186
122,8 202
122,4 178
122,0 168
1241 192
124,7 210
122,3 168

a) Estime, por regresséo linear, o custo fixo e o custo por km rodado. Escreva
a equacéo ajustada.
b) Calcule o poder explicativo do modelo.
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UNIDADE 07

Analise de Variancia -
Comparacgao de Varias Médias

Resumindo

Nas unidades anteriores foram apresentados testes paramétricos e ndo paramétricos para verificar
a igualdade entre duas Médias: teste T e de Man-Whitney e ainda no capitulo 6 e o teste Kruskal
- Wallis foi aplicado para testar a igualdade de k médias, k>2. Uma alternativa ao teste de kruskal -
Wallis é a analise de variancia, que € um método estatistico, desenvolvido por Fisher, o qual através
de testes de igualdade de médias é possivel verificar se fatores produzem mudangas sistematicas
em alguma variavel de interesse. Os fatores propostos podem ser varidveis quantitativas ou
gualitativas, enquanto a variavel depende deve ser quantitativa (intervalar) e é observada dentro
das classes dos fatores — os tratamentos. A finalidade desta unidade é apresentar os fundamentos

desse método.







ANALISE DE VARIANCIA -

INTRODUGAO

Devido a importancia da questao, dedicaremos toda esta unidade ao
estudo dos problemas envolvendo a comparagéo de varias médias.
Importante:

A analise de variancia é um teste de hipétese usado para comparagao
de mais de duas populacdes. Imagine que vocé queira comparar o grande
endividamento de empresas de trés setores (industria, comércio e prestagao
de servigos). Para a comparagao, € necessario que vocé tenha repeticoes,
pois sdo elas que medirdo a variagao do acaso. Entao, vocé deve selecionar
uma amostra de dez empresas de cada setor (repeticoes).

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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A principal e mais importante técnica que utilizamos para a solugao
do problema é a analise de variancia, que foi inicialmente desenvolvida pelo
grande estatistico britdnico R. A. Fisher, como instrumento para a anélise
de experimentos agricolas. Concomitantemente, foram sendo desenvolvidos
diversos modelos de planejamento de experimentos, os quais, entretanto,
serao apenas parcialmente examinados nesta unidade.

A analise de variancia € um método suficientemente poderoso para
identificar diferencas entre as médias populacionais devidas a varias causas
atuando simultaneamente sobre os elementos da populagao.

Nosso objetivo é apresentar a ideia fundamental do método de forma
simplificada, sem grande aprofundamento tedrico, ja que isso demandaria um
vasto espaco e fugiria a nossa meta.

Andlise de Variancia - Comparao de Varias Médias
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HIPOTESES DO MODELO

Ha trés suposicdes basicas que devem ser satisfeitas para que se
possa aplicar a analise da variancia.

1. As amostras devem ser aleatdrias e independentes.

2. As amostras devem ser extraidas de populagdes normais.

3. As populagbes devem ter variancias iguais.

Classificagao unica ou experimento de um fator

Admite-se um Uunico fator (variavel independente) que é subdividido
em tratamentos (niveis do fator). A variavel de estudo (variavel dependente)

€ medida através de amostras de cada tratamento. Eis a configuragdo desse
tipo de experimento:

Tratamentos
Elemento 1 2 3 o k
da amostra
x11 )C21 x31 T xk]
2 12 X22 x32 te 'ka
3 xl3 x23 x33 e xk3
l’ll. x1n1 x2n2 x3n3 A xknk
Somas Total
Médias X X, X, ... X X

i=1,23 ...,k
j=123 .. .,n

Assim X, denota o valor da j-ésima observagao sujeito ao i-ésimo
tratamento.

A média dos valores observados no i-ésimo grupo sera:

p) X;
P 7.1

i

X =
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i=1,2,3,... .k

A média geral € dada por:

X=1stisnx, ou X=1skinxy 7.2

Em que n = Zfin, € o numero total de observagdes.

A hipétese nula é de que todos os tratamentos tenham médias iguais,
isto é:

Hoitty =p= 3= = 1y

E que todas as “k” populagdes dos tratamentos tenham a mesma
variancia: ¢°.

A hipétese alternativa € de que pelo menos um par de médias seja
diferente:

H1:,up #uq parap # q

A aceitagdo de H; revelara que o fator considerado ndo acarreta
mudancas significativas na variavel de estudo. Por outro lado, a rejei¢cao de
H, indicara, com risco a, que o fator considerado exerce influéncia sobre a
variavel de estudo.

A base da analise da variancia esta nas comparagdes que podem ser
feitas com os estimadores da variancia comum de todos os tratamentos (¢?).

Estimadores da variancia comum ¢?

Admitindo-se H como verdadeira, pode-se estimar a variancia comum
de trés maneiras diferentes:

1°) No primeiro caso, consideram-se os k tratamentos como uma
tnica amostra de tamanho n e a média geral X. Se Hotp, =u,=u,=...=pu,
= u é verdadeira, tem-se que:

_ Ztk=1 Z]n:’](xij - )_C)Z

n-1

2
S, 7.3

Sera um estimador justo de ¢”, isto é, E[S?] = ¢°. Por outro lado, se
H, n&o for verdadeira, S?t ira superestimar o’
Ao numerador Z£iXf4(x,-%)', denomina-se variagao total (Qt).
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Pelo teorema de Fisher: M

, tem distribuicdo qui-quadrado
com (n - 1) graus de liberdade.
Desenvolvendo-se o quadrado, obtém-se uma férmula pratica para o

calculo da variagao total. Assim:

Variagao total = Qt = SExn xzi/. -C 7.4

Onde:

. (Zh Ef:‘lx,j)z 7.5
n

C

2°) A segunda forma de se estimar a variancia comum ¢’ é pela
consideragéo das médias dos grupos e a média geral X . Se H for verdadeira,
teremos para cada amostra:

E[X]=pneo’ (%) =%z,ou7ci=N(,u;%2 )- Entao

k T+ _ —\2
_ ThE-X) L.

2
S k-1

2

Sera um estimador justo de % e

k —_ —\2
2 2 l':lni(x[ - x)
S, =nS 1

7.7

Sera um estimador justo de ¢, isto é: E[ S ?] = ¢”.
Porém, se H  n&o for verdadeira, Se2 ird superestimar o’.
_ —\2 . . ~
Ao numerador Xfin (X, - X)', denomina-se variagdo entre tratamentos.

Skin, (X - X)’
2

G

Pelo Teorema de Fisher: , tem distribuicdo qui-quadrado com

(k- 1) graus de liberdade.
Foérmula pratica para o calculo de Q, .

_ (Exy)2
Q=zxh[=]-c

3°) A terceira maneira de se estimar a variancia ¢’ comum sera por
meio de cada uma das k amostras. Assim, para o i-ésimo tratamento, tem-se:

SZZ 2:'=|(x,]-)_€)
" k-1 7.9
Comoi=1,2,3,...,k tem-se “k” estimadores do tipo S? . Entéo

o estimador da variancia comum sera dado pela média aritmética dos S?
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ponderadas pelos respectivos graus de liberdade (¢, = n — 1), assim:

_ ¢lsi2 + ¢ZSZ2 + A + ¢ASI\2

g2 , OU seja:
! gttt
n —\2
2= ThXm(x, - X) 7.10
r n-k

Sob a condigdo de H; ser verdadeira ou néo, tem-se E[S?] = o’, isto
é, S ? é justo. (Veja configuragéo a frente).
Ao numerador >k, z‘ygl(x,].-y'ci)z denomina variagao dentro dos
tratamentos ou variagéo residual (Q,). Pelo Teorema de Fisher:
Th X (X - x)

GZ
tem distribuicdo qui-quadrado com (n — k) graus de liberdade.

Férmula pratica para o calculo de Q.

2

7.1

Pode-se demonstrar que:

0,=0 10, 7.12

Isto é, a variacao total é igual a soma da variagédo entre tratamentos
e a variagéo residual. Ou seja, 0, - 0, - Q. = 0.

Resumindo, as variagbes O, , O, e (Q tém distribuicdo x?
respectivamente com (n — 1), (k— 1) e (n — k) graus de liberdade.

Isto é&: = x° .

Nota-se que: (n-1)=(k-1)+ (n- k).

Sendo esta a condigcdo necessaria e suficiente para que xzk_1 e xzn_k e

_ .2 2
-1 xk—1+xn-

sejam independentes. Assim:

le‘l Qe 2

o k1 _ k-1 _ S,
X n-k S 713
n-k

Tera distribuicdo F com (k - 1) g.l. no numerador e (n - k) g.l. no

denominador

O quociente £’ sera utilizado para testar a hipotese H,.

Quanto mais proximo de 1 for o quociente, H, devera ser aceita; ao
contrario, quanto maior o valor de F, o teste ira indicar a rejeicdo de H, e
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nesse caso conclui-se com risco o que o fator considerado tem influéncia

sobre a variavel dependente.
Fundamentos da analise da varidncia (ANOVA)

A configuragdo seguinte ilustra a base do método e o consequente
uso do quociente f para se testar a hipétese da igualdade das médias. Para
tanto, vamos supor trés amostras de quatro elementos cada uma, cujos
valores sao:

Amostra1:X1j: 14 16 15 13
Amostra 2: ij 4 7 8 9
Amostra 3: ij . 16 17 18 19

E que estdo mostradas no grafico:

\Jx)(
o X
© x
pod

N—H—N—x¢ X3
16 17 18 19

Vé-se claramente um caso em que a hipétese H sera rejeitada pela
analise de variancia. As trés amostras parecem confirmar a hipodtese de
homocedasticidade (variancias iguais); todavia, as médias diferem claramente
de amostra para amostra: ( X, = 14,4; X, = 7,75; X, = 17,5). Calculando-se,
dessa forma, os valores das estimativas da varidncia encontraremos:

$%,=19,30; $?, = 99,75; 8% _=1,42.

Nota-se pela analise do grafico e dos resultados que, sendo H,
falsa, havera uma tendéncia de S? e S?_ superestimarem (19,30 e 99,75,
respectivamente) ¢°. O que n&o ocorre com S?, ja que S? = 1,42 é uma boa
estimativa de ¢°.

Contrariamente, se H, for verdadeira, S?, S? e S? fornecerdo boas
estimativas para ¢°. Imagine, olhando para o grafico da pagina anterior com
os trés grupos alinhados em torno de um eixo vertical ( X ).

Tem-se ai, o fundamento l6gico da analise da varidncia. Na verdade,
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o teste de igualdade de médias é substituido por um teste de igualdade de
variéncias: o°, = 0° .

Assim, se a hipétese de igualdade das variancias for aceita, pode-se
concluir que as médias s&o iguais, pois neste caso o estimador S? tera a
mesma dimens&o que S?, ou seja, 0 quociente entre ambos estara proximo
da unidade. Porém, se a hip6tese da igualdade das médias nao é verificada,
se tera S?, bem maior do que S? e, consequentemente, o valor do quociente
sera bem maior do que a unidade.

E facil compreender que o teste da andlise da variancia sera unicaudal
a direita, com risco concentrado na cauda a direita.

Quadro de analise da variancia

Os resultados obtidos poderao ser reunidos no quadro de Analise da
Variancia, assim:

Quadro de Analise da Variancia
Fonte de Soma de Graus de Quadrados
- . L Teste F
Variagao Quadrados Liberdade Médios
Entre
0 K-1 § = L
tratamentos ¢ ¢ k-1 g2
Dentro das F.= Sze
Amostras | O =0 -0, n-k St = Qn(lf r
(Residual)
Total 0, n-1 - -
Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006: pag.260
Para testar a hipotese H: i, = p, =, = ... =u, = pcontra H;: u, # u,,

para p # q , compara-se o valor F_ com o valor F tabelado com (n - 1) g.I. no
numerador e (n - k) no denominador, fixando certo nivel a de significancia.

SeF <F

tab ’

considerado ndo causa efeito sobre a variavel em estudo. Por outro lado,

entéo aceita-se H; e conclui-se com risco que o fator

se F , > F , , rejeita-se H, concluindo-se pela diferenga das médias a

consequente influéncia do fator sobre a variavel analisada.
Segue procedimento para a realizagao do teste:
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1°) Dispor os elementos, segundo a tabela a seguir, obtendo as somas das

colunas e suas respectivas médias.

Tratamentos
1 2 3. k
Elemento da Amostra
11 7721 31 k1
2 x12 x22 x32 T xk2

ni )C]}’l] x2n2x3n3...xknk
X X
2°) Calcula-se a constante
2
C= (ZE Xy
n 714

3°) Avalia-se a soma: Z&i X4 x°,, obtendo a variaggo total
y

=3z, - C
Q ! 7.15

4°) Calcula-se a variacao entre tratamentos

.-z [E)].¢

7.16

5°) Obtém-se a variagao residual por diferenga: Q =Q,— Q..
6°) Constroi-se o Quadro de Analise da Variancia, avaliando o £, ,.

7°) Determina-se a regi&o critica e de aceitagdo da hipotese H, por meio da

tabela F.

f(F)

F(k-1,n-k)

RC

v
1
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8°) Compara-se F_, com F ,, obtendo-se a conclusao.

tab’

Aplicagao:

O resultado das vendas efetuadas por 3 vendedores de uma industria
durante certo periodo é dado a seguir. Deseja-se saber, ao nivel de 5%, se
ha diferenca de eficiéncia entre os vendedores.

Vendedores
A B C
29 27 30
27 27 30
31 30 31
29 28 27
32 - 29
30 - -

Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006: pag.262

Solugéo:
Sem efetuar os resultados, pode-se subtrair uma constante, digamos
28, a todos os valores, simplificando dessa forma os calculos.

Assim:

1°) Dispor os elementos segundo a tabela abaixo:

Vendedores

B C
1 -1 2
-1 -1 2
3 2 3
” 0 » Total
4 - 1
2 - -

> =10 > =0 > =7 17
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17y

2°) C:F

=19,27

3) ZhXfax, =12+ (1P 32+ P4+ (1) 12 =57
Q,=57-19,27=317,73

w Q2]

_ oy

5% Q,=Q,-Q,=37,73-7,20 = 30,53

02 72
4t - 1927=17,20

6°) QAV
Fonte de Soma de Graus de Quadrados
L ) o Teste F
Variagao Quadrados | Liberdade Médios
Entre os K-1 72
Q=7,20 S S
Tratamentos e 3-1=2 S.=7 =36
. _ n—k , 3053 _ 36 _
Residual Q, =30,53 153 =12 S’ = T =254 |F.u= 73354 1,44
n-—1
Total Q,=37,73 -
15-1=14
7°) A
f(F)
5%
RA RC
> F
0 F(2,12) = 3,89

8°) Como F ,=1,42 <F ,k = 3,89, aceita-se H,, concluindo-se com nivel de
5% que nado ha diferenca entre os vendedores, isto €, aceita-se H: y, =y,
— pC'
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CLASSIFICACAO DE DOIS CRITERIOS OU EXPERIMENTO DE DOIS
FATORES

Admitem-se dois fatores (variaveis independentes). Variavel de
estudo (variavel dependente) é observada em cada cela, combinagdo dos
tratamentos do fator 1, e dos blocos do fator 2.

Tem-se uma tabela de “k” colunas e “L” linhas. Ou seja, K.L = n

observagoes.
Primeiro critério (colunas) = Tratamento
Segundo critério X, X, - X,
(linhas) = Blocos X, X, .. X,
xll x2/ xkl

Considere um experimento de natureza agricola consistindo no
exame das safras por are de 3 variedades de soja, em que cada variedade é
plantada em 4 lotes diferentes de terra. Ha um total de 3.4 =12 lotes. Em tal
caso é conveniente combinar os lotes em blocos, digamos 3 lotes constituindo
um bloco, com uma variedade distinta de soja plantada em cada lote do
bloco. Sao, entado, necessarios 4 blocos. Neste caso, ha duas classificagbes
ou fatores, pois pode haver diferenca na produgao por are devida: ao tipo de
soja; ou ao particular bloco considerado.

Denota-se por x, a média de uma coluna i qualquer, por x;a média de
uma linha j qualquer por X a média geral:

—_Iv1
X =X/,
L= 7.17
— _lsuk
xj—;lelx,,j
7.18
X =lyk vt
X_nEFIZ/:lxij 7.19

Assim como no caso da classificagdo Unica, admite-se que todas as
amostras provenham de populagbes normais com a mesma variancia:

Para a comparagdo das médias entre colunas (tratamentos), a
hipotese nula sera: H °: u, = u para qualquer i = 1, 2, .., k sera testada contra
a hipotese alternativa H,° @ u. # u.
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Analogamente, para a comparagao das médias entre linhas (blocos),
a hipétese que sera colocada a prova sera: H - : K # u para qualquerj =1,
2, ..., L, enquanto H - K, # U

ESTIMADORES DA VARIANCIA COMUM ¢*
Pode-se estimar a variéncia de 4 formas diferentes. A estimativa total
S?, a estimativa entre linhas S? , a estimativa entre colunas S, e a estimativa

residualS?r. Assim:

1°) Estimativa total: S?,

B P Zle ('xij '3_5)2 B Qt

n-1 n-1

S’ 7.20

O numerador (Q,) representa a variagéo total. Por outro lado, sabe-se
que % tem distribuicdo x? com (k - 1) g.l. A formula pratica da variagéo total
€ dada por:

2 _ vk oyl 7
St_ i EjZI xg/' C 7.21

(Z;Efxij)z
n 7.22
2°) Estimativa entre Colunas: S?_

C:

]
Tt (xi'x) _ QEC
k-1 k-1

S’ =L 7.23

O numerador (Q..) representa a variagdo entre colunas. Demonstra-

se que Q?EC tem distribuicdo x? com (k - 1)g.l. A férmula pratica para o calculo

de Q.. € dada por:

N2
Qe =X [(—Elxy)] -C
L 7.24

3°) Estimativa entre Linhas: S?

- =2
zle(x/.-x) - QEL 7.25

2_ f—
S.=k L-1 L-1

A variagao entre linhas é dada pelo numerador da expressado. Da
Qu

2
(¢}
seu calculo é dada por:

mesma maneira, tem distribuigédo x? com (L — 1) g.l. Aformula pratica para
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QEL =k [(—Z thlj)] -C 7.26

4°) Estimativa Residual: S$?,

g ZhEhl-0-G-9-@-OF
‘ (k-1)(L-1) 7.27
ou
¢ L ThEZAG-T-TED Q
r (k-D(L-1) (k-1)(L-1) 7.28

A variagao residual é dada pelo numerador e também neste caso
% em distribuicdo x* com (k — 1)(L — 1) graus de liberdade. A avaliagéo de Q,
€ obtida por diferenca, ja que também neste caso é valida a igualdade:

Qt - QEC + QEL + Qr 7.29

Assim:

Qr = Qt + QEC + QEL 7.30

Convém observar também neste caso que S?; S? ser&o estimadores
justos se tanto H°, como H' forem verdadeiras, ao passo que S? sera um

estimador justo sob quaisquer hipéteses sobre o comportamento das médias.
Por outro lado, nota-se que, se

Q=Qu TQu T Q

Entao

2.2 — 2.2 2.2 2.2
o X" ka-1+0xL-1+0x(k-1)(L-1)

Nota-se que a soma dos graus de liberdade dos qui-quadrados do
segundo membro é igual ao numero de g.l. do qui-quadrado particionado,
isto é:

n-1=(k-1)+(L-1)+k-D(L-1)

n-1=k-1+L-1+kL-k-L+1

n-1=kL-1
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— c 2 e 2 2 A i
Lembre-se que k.L = n, logo: x°, ;x°, ex ey SO qui-quadrados

independentes e, dessa maneira, pode-se testar a igualdade das médias
segundo as colunas e/ou linhas mediante o calculo de:

para colunas:

¢ S’
Fa=§ 7.31
para linhas:
L St 7.32
F cal = S_ZL

Deve-se, também, salientar que o fato de H n&o ser verdadeira no
impede que se teste H'| e vice-versa. O quadro da analise da variancia a
seguir resume ambos os testes:

QAV
Fonte de Soma dos Quadrados
L G.L o Teste F
variagao Quadrados Médios
Entre ix)3
Qu=st (G| kg | g -
colunas L k-1 -
Fccal = S_ZC
)2 . Q r
Entre linhas | Q,, :Zle[(E'Tx”)]- C| L-1 STy
S
FLcal = ?

Residual Q.=Q,-Q,.-Q, K-1 q2 _ QEL

Total Q= XZEi’,-C | n-1

Regra de Decisdo: Fixando certo nivel de significancia a, tem-se:

1.Se F* , ¢ RA, entdo, aceita-se HOC; u, = p paraqualqueri=1,2, ..,k e
conclui-se com risco que o fator 1(tratamentos) nao causa efeito na variavel
dependente. Por outro lado, se chl € RC, rejeita-se H,, concluindo-se pela
diferenca das médias das colunas e consequente influéncia do fator sobre a

variavel analisada.
2. Se F*_, € R4 , entéo, aceita-se H* #, = u para qualquer j = 1, 2, ..., L,

e conclui-se com risco a que o fator 2 (blocos) ndo causa efeito na variavel
dependente. Por outro lado, se FLml € RC, rejeita-se H, , concluindo-se pela
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diferenca das médias das linhas e consequente influéncia do fator sobre a
variavel em estudo.

Encontram-se, a seguir, 0s principais passos para a efetivagdo do
teste:

1. Dispor os elementos segundo a tabela que segue. Obtendo as somas das
colunas e linhas, bem como suas respectivas médias:

Fator 1 (i
(,) 1 2 k > X,

Fator 2 (j) J

1 X, X, .. X,

2 X, X, o X,

L X, X, .. X,

>

xi

2. Avalia-se a constante

EZfx,)
n 7.33

C=

Lembre-se de que n = kL

3. Calcula-se a variagao total

Q.= 2?:/2§:1x2y -C
7.34

4. Determina-se a variagao entre colunas

sk, (Zixl.j)z_c
Q. —xt[E22]

7.35

5. Avalia-se a variacao entre linhas

—_yL (Eixii)z-c
QEL ZH[T] 7.36

6. Obtém-se a variagao residual por diferenca

Qr - Qz - QEC - QEL 7.37
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7. Constroéi-se o quadro de analise de variancia, avaliando-se chl e FLW .

8. Determina-se RA e RC por meio da tabela F.

f(F) caso entre colunas f(F) caso entre
A linhas
A
RA RA
RC s E RC >
0 F(k - 1); (k- 1)L -1)] 0 FIL-1);,(K-1)(L-1)

9. Efetuam-se as conclusdes pela comparacgéo dos respectivos valores dos F
calculados e tabelados.

Aplicacao:

Em uma experiéncia agricola, foram utilizados 5 diferentes fertilizantes
em duas variedades de trigo. A producgao esta indicada a seguir. Verificar ao
nivel de 5% se: a) ha diferengca na produgéo devido ao fertilizante; b) ha
diferenca na safra devido a variedade do trigo.

Fertilizante A B C D E

Variedade 1 54 38 46 50 44

Variedade 2 57 42 45 53 50

Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006: pag.271

Solugédo: Considerando-se o fator 1 como o tipo de fertilizante e o fator
2 como variedade de trigo, constréi-se a tabela, subtraindo 45 a todos os
valores observados. Assim:
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i) Fator 1

(_) A B C D E >

(j) Fator 2
1 9 -7 1 5 -1 7
2 12 -3 0 8 5 22
> 21 -10 1 13 4 29

_(Ehzie) @y

¢ 10 10

=84,1

Q= THZiix’, - C
=9+ 12+ (-7)+...+5°-84,1=314,9

Qe =X = [(lezlxﬁ_ ¢

_@D clo7 A4y a3 @ _
=S+t - 84,1 =279,4

5 2
Qu :ZJZZI [(—Zl;x”)] -C

_ e

=+ -84,1=225

: Qr:Qt-QEC-QEL
=314,9-279,4-225=13

. QAV
Fonte de Soma dos Quadrados
o G.L. . Teste F
Variagao Quadrados Médios
Entre 279.4 4 69,85
Colunas ’ ’ o= 098
cal 3’25
Entre
. 22,5 1 22,5
Linhas o= 22,5
. cal E
Residual 13 4 3,25
Total 314,9 9
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8. RCe RA
RCeRA
f(F) colunas
t

5%

RA
RC

f(F) linhas

5%

RA
RC

0  F(4,4)=6,39

9. Concluséo: Para o primeiro fato, fertilizante, tem-se que F€_

v

[
Ll

0  F(1,4)=7,71

€ RC ;

portanto, rejeita-se Hy : x, = u; 1 =1, 2, ..., 5, concluindo-se que o tipo de
fertilizante tem influéncia na produgéo de trigo.

Para o segundo fator, variedade de trigo, tem-se que F'_

€ RA;

portanto, aceita-se H; = u;j=1, 2, concluindo-se que a variedade de trigo

nao altera a produgéo.

EXERCICIO

1.Quatro analistas determinaram o rendimento de dado processo, obtendo:

Analistas
1 2 3 4
26 17 36 20
27 20 33 18
24 22 31 17
25 21 29 22
29 21
28 23

Determine:

As médias para os diferentes analistas;

a) A média total,
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b) A variagao total;

c¢) A variacao entre tratamentos;

d) A variagao dentro dos tratamentos (residual);

e) Se ha diferenga entre as médias, adotando a = 5%.

2. Os dados a seguir representam, em segundos, o tempo gasto por cinco

operarios para realizar certa tarefa, usando trés maquinas diferentes.
Considerando a = 5% , verifique se ha diferengas entre as maquinas e entre

0Ss operarios.

. Maquinas
Operarios

A B C
1 40 59 42
2 39 55 51
3 47 55 45
4 45 50 40
5 52 52 41

Fonte: Fonseca, Jairo Simon da. 2006:, pag. 285
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
1° Exercicio

1) a) a = 33,da b) até a f) Resposta pessoal

2) n =400

3) n = 399. Comparando-se os resultado de 2) e 3) verifica-se que uma
populagdo de 200.000 da aproximadamente o resultado de uma populagao
infinita.

4)n =39

2° Exercicio

1) a) 0,4251 b) 0,3023 c) 0,9104

2)a) 380 b) 389

3) %%, = 13,4 ex? = 3,49 e

4)-1,1848 e 2,0860

5)u=1,25;02=1,042 ; 0 = 1,021; e abscissas 0,2985 e 3,07

3° Exercicio

1) * O intervalo [4,81; 5,59] contém a média populacional com 90% de
confianga.

* O intervalo [4,73; 5,67] contém a média populacional com 95% de
confiancga.
2) * O intervalo [25,76; 28,00] contém a média populacional com 95% de
confiancga.

* O intervalo [25,94; 27,82] contém a média populacional com 90% de
confianga.
3) Os limites de confianga a 80% para a variancia sao [1,38; 4,86].
4) O intervalo com nivel de 90%, sera: [165,86; 399,20].
5) O intervalo [0,88; 0,98] contém a proporgéo com 95% de confiancga.
6) O intervalo [16%; 34%] contém a proporgéo de casas de aluguel com 98%
de confianca.
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4° Exercicio

1) Como t_, = -2,84, rejeita-se H,, concluindo-se, com risco de 5%, que a
média é diferente de 16.
2) Como t_, =-0,72, ndo se pode rejeitar H, ao nivel de 5% nos dois testes.
3)a) S2=0,07 mg?

b) Como x*_, = 0,49, rejeita-se H, concluindo-se com risco de 5% que a
variancia € menor que 1.

4) Como x?_ = 5,57, ndo se pode rejeitar a hipétese de que a variancia

|
populacional é 4, ao nivel de 1%.

5) Como z_, = 0,89, n&o se pode rejeitar a hipétese de que a proporgdo de
eleitores democratas é 50%, ao nivel de 5%.

6) Como z_, = 4,47 ,rejeita-se H, , concluindo-se, com risco de 4%, que a

proporgéao é diferente de 0,5.
5° Exercicio

1) Como x?_, = 2, N&o se pode rejeitar a honestidade moeda, ao nivel de 10%.

|
2) Como x?_, = 7,296 , n&o se pode rejeitar a hipétese de que o numero de
livros emprestados independe do dia da semana, ao nivel de 1%.

3) Como x?_, = 6,11, n&o se pode rejeitar a hipétese de que as variaveis

|
sejam independentes, ao nivel de 5%.

4) Como z_, = -0,75, ndo de pode rejeitar a hipotese de que ndo houve

|
diferenca dos pesos, ao nivel de 2,5%.

5) Como z_, = 0,43, ndo se pode rejeitar a hipétese de igualdade das médias,
ao nivel de 1%.
6° Exercicio
1)a)r,, =-0,711b)r,,=-0,736 c)r,, =-0,947
2)a)a=103,57b=0,1048 e Y = 103,57 + 0,1048x
b) R? = 89,4%

72 Exercicio

1)
a) x, = 26,50, x, = 20, x, = 32,25 e x, = 20,17

Andlise de Variancia - Comparao de Varias Médias

®
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b) x = 24,45

c) 542,95

d) 457,37

e) 85,08

f) Ha diferenca. I, = 28,99

2) F¢ =643 eF"  =0,29; s6 ha entre as maquinas.

unidade 07
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ANEXOS
TABELAS E ESTATISTICAS

Tabela 1. Areas de uma distribuicdo nommal padréo

Cada casa na tabela da a proporgao sob a curva
inteira entre z = 0' e um valor positivo de z. As
areas para os valores de z negativos séo obtidas

por simetria.

z 0,00 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04¢| 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 | 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0753
0,2 | 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910°'| 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3 |0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 |.0,1443 | 0,1480 | 0,1517
0,4 |0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1808 | 0,1844 { 0,1879
0,5 |0,1915|0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
06 |0,2257 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 10,2517 | 0,2549
0,7 | 0,2580 | 0,2611 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2703 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 0,2852
0,8 | 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 4 0,2995 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9 |0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0 |{0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577.| 0,3599 | 0,3621
11 0,3643 | 0,3665 | 60,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2 | 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3 | 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 0:4099 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | 0,4162 | 0,4177
1,4 10,4192 | 0,4207 | 0,4222 | 0,4236 | 0,4251 | 0,4265 | 0,4279 | 0,4292 | 0,4306 | 0,4319
1,5 |0,4332 | 0,4345 | 0,4357 | 0,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 | 0,4418 | 0,4429 | 0,4441
1,6 | 0,4452 | 0,4463 | 0,4474 | 0,4484 | 0,4495 | 0,4505 | 0,4515 | 0,4525 | 0,4535 | 0,4545
1,7 | 0,4554 | 0,4564 | 0,4573 | 0,4582 | 0,4591 | 0,4599 | 0,4608 | 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
1,8 | 0,4641 | 0,4649 | 0,4656 | 0,4664 | 0,4671 | 0,4678 | 0,4686 | 0,4693 | 0,4699 | 0,4706
1,9 |0,4713 | 0,4719 | 0,4726 | 0,4732 | 0,4738 | 0,4744 | 0,4750 | 0,4756 | 0,4761 | 0,4767
2,0 |0,4772|0,4778 | 0,4783 | 0,4788 | 0,4793 | 0,4798 | 0,4803 | 0,4808 | 0,4812 | 0,4817
2,1 |0,4821 | 0,4826 | 0,4830 | 0,4834 | 0,4838 | 0,4842 | 0,4846 | 0,4850 | 0,4854 | 0,4857
2,2 | 0,4861 | 0,4864 | 0,4868 | 0,4871 | 0,4875 | 0,4878 | 0,4881 | 0,4884 | 0,4887 | 0,4890
2,3 10,4893 | 0,4896 | 0,4898 | 0,4901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909 | 0,4911 | 0,4913 | 0,4916
2,4 10,4918 | 0,4920 | 0,4922 | 0,4925 | 0,4927 | 0,4929 | 0,4931 | 0,4932 | 0,4934 | 0,4936
2,5 |0,4938 | 0,4940 | 0,4941 | 0,4943 | 0,4945 | 0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 0,4951 | 0,4952
2,6 | 0,4953 | 0,4955| 0,4956 | 0,4957 | 0,4959 | 0,4960 | 0,4961 | 0,4962 | 0,4963 | 0,4964
2,7 | 0,4965 | 0,4966 | 0,4967 | 0,4968 | 0,4969 | 0,4970 | 0,4971 | 0,4972 | 0,4973 | 0,4974
2,8 | 0,4974 | 0,4975 | 0,4976 | 0,4977 | 0,4977 | 0,4978 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4980 | 0,4981
2,9 | 04981 | 0,4982 | 0,4982 | 0,4983 | 0,4984 | 0,4984 | 0,4985 | 0,4985 | 0,4986 | 0,4986
30 |0,4987 | 0,4987 | 0,4987 | 0,4988 | 0,4988 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4990 | 0,4990
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Tabela 2. Distribuigao de y?2

0.
#

. % | 0995 | 0,990 | 0,975 | 0,950 | 0,900 | 0,750 | 0,500 | 0,250 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
1 | 0,0000{ 0,0002( 0,0010| 0,0039| 0,0158| 0,102 | 0,455 | 1,32 | 2,71 | 384 | 502 | 663 | 788
2 | 0,0100| 0,0001| 0,0506/ 0,103 | 0211 | 0,575 | 1,39 [ 277 | 461 | 599 | 738 921 [106
3 | 00717| 0,115 | 0,216 | 0,352 | 0584 | 1,021 | 237 | 411 |625 | 781 |925 [11,3 [128
4 | 0207 | 0297 | 0,484 | 0,711 | 106 | 1,92 | 336 |533 | 778 |949 |11,1 [133 [149
5 | 0412 | 0554 | 0,831 | 1,15 | 161 | 2,67 | 435 | 663 | 924 [111 [128 [151 [167
6 | 0676 | 0872 | 1,24 | 1,64 220 (345 (535 |784 (106 (126 |[144 |168 |185
7 | 0989 (124 | 1,69 | 217 (283 |425 |635 |904 (120 (141 [160 [185 {203
8 | 134 | 165 | 218 | 273 | 349 | 507 |734 [102 (134 (155 (17,5 [201 [22,0
9 |1,73 [209 |270 {333 |417 |59 |834 [11,4 (147 (169 (190 [217 |23
10 |216 {25 |325 (394 487 |674 [934 (125 |160 [183 (205 [232 |[25.2
11 |260 |305 |38 |45 |558 |75 (103 (137 1173 [197 (21,8 [247 |268
12 13,07 |35 |440 |523 |630 |844 [113 (148 (185 (210 (233 [262 {283
13 |357 |41 |501 |58 | 704 | 930 [123 (160 (198 [224 [247 (277 (29,8
14 | 407 |466 |563 {657 |7,79 (102 {183 (171 [211 {237 [261 |291 (31,3
15 | 460 |523 |623 |726 |85 (11,0 (143 (182 |23 (250 [275 (306 328
16 | 514 |58 |691 |79 |831 {119 [|153 (194 |35 (263 (284 320 (343
17 | 570 | 641 | 756 | 867 (101 [128 (163 (205 (248 |276 (302 |534 (357
18 | 626 |70t |823 |939 (108 [137 {173 (216 |260 [289 [315 |38 (372
19 (684 | 763 |891 (101 (11,7 [|146 183 (227 [272 (30,1 (329 (362 (386
20 | 743 | 826 |959 |109 (124 155 (193 (238 (284 (31,4 (342 (376 |40,0
21 | 803 |8%0 (103 |16 [132 [163 [203 |249 (296 (327 (355 (389 -l41.4
22 (864 |954 (11,0 [123 [140 [172 [21,3 [260 (30,8 (339 (368 405 [42,8
23 | 926 {102 11,7 [131 [148 |181 [223 {271 (320 352 (381 416 [|442
24 | 989 [109 124 [138 (157 [190 (233 282 [33,1 (364 (394 (430 (458
25 o5 (115 131 [146 [165 [199 [243 293 [344 (377 (406 [443 (46,9
26 (112 [122 [138 |154 173 [208 |253 (304 (356 (389 [419 (456 (483
27 |18 (129 [146 162 [181 (21,7 (263 |315 (367 (40,1 43,2 |470 (49,6
28 125 |[136 [153 (169 (189 [227 (273 |[326 379 (41,3 (445 |483 (510
29 [131 (143 |160 [177 [198 [236 (283 (337 (39,1 (426 (457 [496 152,5
30 [138 (150 |[168 (185 (206 (245 (293 (348 [403 [438 470 (50,9 [53,7

Para ¢ > 30 usar a aproximagéo: x2 = —12; [:t Z, +V2¢ - 1 ]2
Anexo
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Tabela 3. Distribuicdao de F de
Snedecor o = 5%

q:H 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 20 30 | 120 | o
21 161,4 | 199,5 2157 | 224,6 | 230,2 |234,0 |236,8 | 238,9 | 2405 | 241,9 | 248,0 | 250,1 |253,3 | 254,3
2 18,51| 19,00( 19,16| 19,25 19,30| 19,33| 19,35| 19,37| 1938| 19,40| 19,45| 19,46/ 19,49| 19,50
3 10,13 9,55 9,28/ 9,12 9,01| 894 } 889| 885 881 8,79 866 862 855 853
4 | 771 e94|.v659 639 626] 616 600] 604 600| 596 580 575 566] 563
5 6,61 5,79 - 541| 519; 65,05 4,95 4,88| 482 477/ 4,74 456 450 440/ 4,36
6 599 5,14/ 476| 453 4,39 4,28 421 4,15 40| 4,06 3,87 381 3,70 3,67
7 5,59 4,74| 435 4,12\ 3,97 387 379 373 368] 3,64 344 3,38 3,27 2,23
8 532| 448| 4,07/ 384/ 369 3,58 350 344 339 3,35 3,15 3,08 297 292
[} 512, 4,26 - 386 363 348 337 329] 323 3,18 3,14f 294 286 275 271
10 496| 4,10 3,71| 348| 333] 3,22 3,14 4,07| 3,02 298| 2,771 2,70 2,568/ 2,84
11 4,84 3,98 3,59/ 336 320/ 3,08/ 301 295 290 285 2,65 257 245 240
12 4,75/ 3,89| 349/ 3,26 3,11) 3,00 290 2,85 2,80 275 2,54f 247 2,34 230
13 467 381 341 318 303| 2,92] 283| 277 271 267 246 238 2225| 2,21
14 4,60 3,74 334/ 3,11 296 285 2,76/ 270| 265 260 2,39 3,31| 218] 2,13
15 4,54 3,68/ 329 3,06 290 279] 271f 264 259 254/ 233 225 211 2,07
16 449 363 324 301 285 274 266 2.5§ 2,54) 249 228| 2,19 2086 2,01
17 445/ 359 3200 296| 281 2,70 261 255/ 249| 245 223 2,5 201 1,96
18 4,41 3.55{ 316/ 293 277| 266 258 251 246 241 219 2,1 197 1,92
19 4,38/ 3,52] 313| 290/ 274/ 263 254 248 242 238 2,16/ 207| 193 1,88
20 435| 349 ’ 3,101 2,87f 271 ) 260 251 245 239 235| 2,12| 2,04] 19| 184
21 4,32) 3,47| 3,07| 2,84 268 257| 249 242| 237 2,32 2,10| 2,01 187 181
22 430| 3,44 4,05| 2,82| 266| 255/ 246| 240| 234| 2,30 2,07| 1,98| 1,84 178
23 428\ 342| 3,03| 280| 264 253 244 237| 232| 227| 205| 196 181 1,76
24 426| 340 3,01 2,78| 262 251 242| 236( 230 225| 203| 194 1,79| 1,73
30 4,17{ 3,32| 282| 269 2,53| 242/ 233| 227 221 2,16| 1,93| 184 1,68 1,62
40 4,08 323| 284| 26t 245| 234 221 2,18| 2,12 2,08{ 1.84| 1,74| 1,58 151
60 4,00 3,15| 2,76 2,53| 237| 225! 2,17 2,10| 2,04| 1,99| 1,75| 165 1.47| 139
120 | 392| 307 268| 245/ 229| 217| 209| 2,02 196 191 166 155 1,35 125
) 384| 3,00f 260 237| 221 2,0 201 1,94 1.88| 1,83| 1,57 146] 1,22 1,00
Anexo



Tabela 4. Distribuigcado t de Student

%\ J%
-t t

. ¢ 0,50 0,25 0,10 0,05 0, 025 0,01 0,005

1 1,00000 | 24142 6,3138 | 12.706 25.542 63.657 | 127,32
2 0,81650 | 1,6036 2,9200 4,3127 6,2053 9,9248 | 14,089
3 0,76489 | 1,4226 2,3534 | 3,1825 4,1765 5,8409 7,4533
4 0,74070 1,3444 2,1318 2,7764 3,4954 4,6041 5,5976
5 0,72668 1,3009 2,0150 2,5706 3,1634 4,0321 4,7733
6 0,71756 | 1,2733 1,9432 2,4469 | 2,9687 3,7074 4,3168
7 | 0,71114 | 1,2543 1,8946 2,3646 2,8412 3,4995 4,0293
8 0,70639 | 1,2403 1,8595 2,3060 | 2,7515 3,3554 3,8325
9 0,70272 | 1,2297 1,8331 2,2622 | 2,6850 3,2498 3,6897
10 0,69981 1,2213 1,8125 2,2281 2,6338 3,1693 3,5814
11 0,69745 | 1,2145 1,7959 2,2010 | 2,5931 3,1058 3,4966
12 0,69548 | 1,2089 1,7823 2,1788 | 2,5600 3,9545 3,4284
13 0,69384 | 1,2041 1,7709 2,1604 | 2,5326 3,0123 3,3725
14 0,692 1,2001 1,7613 2,1448 2,5096 2,9768 3,3257
15 0,69120 1,1967 1,7530 2,1315 2,4899 2,9467 3,2860
16 0,69013 | 1,1937 1,7459 2,1199 2,4729 2,9208 3,2520
17 0,68919 | 1,1910 1,7396 2,1098 2,4581 2,8982 3,2225
18 0,68837 | 1,1887 1,7341 2,1009 2,4450 2,8784 3,1966
19 0,68763 | 1,1866 1,7291 2,0930 2,4334 2,8609 3,1737
20 0,68696 | 1,1848 1,7247 2,0860 2,4231 2,8453 3,1534
21 0,68635 1,1831 1,7207 2,0796 | 2,4138 2,8314 3,1352
22 0,68580 1,1816 1,7171 2,0739 2,4055 2,8188 3,1188
23 0,68531 1,1802 1,7139 2,0687 2,3979 2,8073 3,1040
24 0,68485 | 1,1789 1,7109 2,0639 2,3910 2,7969 3,0905
25 0,68443 1,1777 1,7081 | 2,0595 2,3846 2,7874 3,0782
26 0,68405 | 1,1766 1,7056 2,0555 2,3788 2,7787' 3,0669
27 0,68370 1,1757 1,7033 2,0518 2,3734 2,7707 3,0565
28 0,68335 1,1748 1,7011 2,0484 2,3685 2,7633 3,0469
29 0,68304 | 1,1739 | 1,6991 2,0452 2,3638 2,7564 3,0380
30 0,68276 | 1,1731 1,6973 2,0423 2,3596 2,7500 3,0298
40 0,68066 | 1,1673 1,6839 2,021 2,3289 2,7045 2,9712
60 0,67862 1,1616 1,6707 2,0003 2,2991 2,6603 2,9146
120 0,67656 1,1559 1,6577 1,9799 2,2699 2,6174 2,8599
oo 0,67449 | 1,1503 1,6449 1,8600 2,2414 2,5758 2,8070
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Tabela 5. Digitos

03991
38555
17546
32643
69572

24122
61196
30532
03788
48228

88618
71299
27954
80863
33564

90899
78038
55986
87539
. 16818

34677
45305
59747
16520
68652

Anexo

10461
95554
73704
52861
68777

66591
30231
21704
97599
63379

19161
23853
58909
00514
60780

75754
70267
66485
08823
60311

58300
07521
67277
69676
27376

93716
32886
92052
95819
39510

27699
92692
10274
75867
85783

41290
05870
82444
20247
48460

60833
43529
88722
94813
74457

74910
61318
76503
11654
92852

aleatdrios

16894
59780
46215
06831
35905

06494
61773
12202
20717
47619

67312
01119
99005
81759
85558

25983
06318
56736
31300
90561

64345
31855
34513
99893
55866

98953
09958
15817
19640
85244

03152
22109
94205
82037
87481

74857
92784
04921
45197
15191

01291
38384
66164
54155
72848

19325
14413
39663
02181
88448

73231
18065
06253
99413
35159

19121
78508
20380
10268
37220

15957
26340
73701
25332
18782

41349
74761
49431
83436
11834

81540
70951
77544
68161
03584

39528
81616
07586
90767
40188

34414

63439

67049
79495
91704

48545
75122
92904
69902
94972

19152
36024
94458
54158
75051

60365
83799
32960
19322
11220

72484
18711
16120
04235
28193

82157
75363
09070
04146
30552

35247
11724
13141
63742
11598

00023
00867
74284
34243
93029

94653
42402
07405
53845
94747

82474
53342
82641
13574
29593

86887
44989
93399
52162
04737

18619
74627
32392
78464
62095

12302
76378
05041
46978
47665

35075
56623
36409

57620

07399

25593
44276
22820
17200
88627
55087
16822
45547

90286
21031

13674
73707
19763
22501
36787

80783
41605
49807
35482
64382

33949
34442
83232
52608
37408

(continuag&o)



79375
33521
59589
20554
59404

42614
34994
99385
66497
48509

15470
20094
73788
60530
44372

18611
58319
61199
18627
00441

32624
65961
20288
59362
99782

95220
26665
49067
91409
72059

29297
41374
41600
68646
23929

48355
98977
06533
45128
15486

19241
15997
67940
90872
58997

68691
73488
34060
95938
93478

01159
55823
66821
96277
43947

01918
70071
11133
78138
27482

88651
74843
28597
74022
65741

66083
08355
55121
00911
14060

14845
41839
39685
74416
53152

63267
47641
41575
48257
51680

28316
14736
07586
66559
45476

22596
93413
20405
84617
14014

24653
60860
29281
98936
40619

46672

55382
23309
53166
67433

10622
86225
49767
50816
43852

25163
65251
36815
64397
94515

83761
14387
51321
72472
05466

84609
29735
59076
76355
29549

61958
17267
10061
35208
35663

48391
31704
04037
97616
59693

01889
07629
43625
11692
25624

60873
06345

192246

00008
55306

. 58232

47762,
07936
93779
69616

77100
70943
68829
33374
52972

31751
88492
30934
22888
78212

70014
37329
18637
05327
95096

43253
80854
80088
80890
93128

41849
46352
11087
52701
57275

20857
15633
92694
77613
38688

57260
99382
47744
48893
16993

15021
33295
37509
82162
67946

84145
09279
77074
18002
18464

84547
33049

96294 -

08337
36898

73156
84924

48297

19019
32486

(continuagao)

68980
14454
07481
27499
35902

68971
18477
14707
83745
16930

20368
41196
66919
35352
79982

46850
69248
14013
56303
81304

70284
90415
38904
88152
45134

05339
04504
83828
98748
91386

11403
65622
93997
22567
33361

07126
37480
31678
54131
68416

52323
93460
31792
87315
48585

24326

93614
02115
00080
63545
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